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  المحاضرتان الثامنة والتاسعة
  صيغة رياضية للدوران في الموائع؟ استنتج

Derive mathematical form of rotation in fluids ? 
  الحل

للدوران في الموائع ناخذ عنصر من المائع على شكل مستطيل سمكه  لاشتقاق صيغة رياضية
yx ماه هيالوحده وبعد  هما Bوعند  A(u, v)هما  Aحيث مركبتي السرعة عند  ,
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
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

  

 ADوالحرف  1يدور بزاوية  ABكما هو موضح بالشكل فاذا دار العنصر بحيث الحرف 
  حول محور عمودي على المستوى الذي يقع فيه العنصر2يدور بزاوية 
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 : وبالمثل يكون 
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   نحصل على) 1,2(من 
  x

v
ttd

d
t 

  



1

0
1 lim  ,    (3) 

y
u

ttd
d

t 
  




2
0

2 lim       (4) 

  وحيث أن العنصر يظل مستطيلا فإن من تعريف الدوران نحصل على
  21       (5) 
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  فإن  xن حول والدورا y-zوإذا كان العنصر في المستوى 
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  فإن  yوالدوران حول  x-zوإذا كان العنصر في المستوى 
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  نحصل على) 5(واستخدام ) 3(من ) 4(وبطرح 
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  .أثناء الدورانوهذه المعادلة تعني أنه لا يوجد تشوه للعنصر 
   ؟صيغة رياضية لمعدل التشوه القصي في الموائع استنتج

Drive mathematical from for shear deformation rate?  
  الحل
  

  لاشتقاق صيغة رياضية لمعدل التشوه القصي في الموائع
yxنأخذ عنصر على شكل مستطيل بعديه       الوحدةوسمكه  ,

  هي على الترتيب A, B, C, Dمركبتي السرعة عند النقاط  وبحيث يكون
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
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  الإنفعالمعدل (كما هو موضح بالرسم وحيث أن معدل التشوه (

 : أي أن AB, ADبين  القصى يعرف على انه متوسط معدل التغير في الزاوية القائمة
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1212حيث  e المستوى  في يقصتسمى معدل التشوه الx-y  ولكن من هندسة الشكل يكون  
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  نحصل على ) 1(في ) 3),(2(وبالتعويض من 
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  صيغة رياضية لمعدل التشوه الحجمي في الموائع ؟ استنتج
Derive mathematical from of volumetric deformation fluid 

  الحل
zyxنأخذ عنصر حجمي أبعادهللحصول على صيغة رياضية لمعدل الانفعال الحجمي     :ي بالصورة الاتيه ونعرف معدل الانفعال الحجم  ,,

هومعدل التغير في الحجم بالنسبة للزمن إلى الحجم ويصاغ رياضيا على  معدل الانفعال الحجمي
  الصورة      

  
  
)1(      


  yxtd

zdzxtd
ydzytd

xd
V 1

 
  على النحو التاليxولكن على سبيل المثال نعتبر التغير في مركبة السرعة في اتجاه محور 

  من مفكوك تيلور يكون 
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  وأيضا من تعريف السرعة النسبية يكون
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 نحصل على ,(2)) 3(من 
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  :على الصورة  y, zة في اتجاهي المحورين وكذلك يكون التغير في مركبتي السرع
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  نحصل على ) 1(في ) 6 ,5 ,4(وبالتعويض من 
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وإذا كان المائع غير قابل يمثل معدل الانفعال الحجمي لمائع قابل للانضغاط  vأي أن  

0فانللإنضغاط  v أي أن معدل الانفعال الحجمي للموائع غير قابلة للانضغاط يتلاشى.  
zyxفإذا انحل العنصر الحجمي الذي أبعاده   xإلى عنصر حجمي ينطبق على محور  ,,

فان معدل الانفعال الحجمي يصبح معدل انفعال عمودي في اتجاه x,1,1وأصبحت أبعاده هي 
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فان معدل الانفعال الحجمي يصبح معدل انفعال  z,1,1وبالمثل إذا كان العنصر الحجمي أبعاده
  -: ويكون على الصورة التاليةz عمودي في اتجاه محور 
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  على الصورة )ثلاثة أبعاد(وبالتالي تكون مركبات ممتد معدل الانفعال في الفراغ 
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  :ويمكن الحصول عليه مباشرة في الإحداثيات المختلفة باستخدام العلاقة التالية 
  T

ijji vveee  2
1  

ني ولمانع نيوتممتد الإجهاد الحجمي و ممتد إجهاد اللزوجة جهاد وكوشي للإالعلاقة بين ممتد 
   ةالصورة التاليتكون على نضغاط للإ لزج وقابل

~~~   p  
يسمى ممتد الإجهاد الحجمي الذي يغير من حجم p~يسمى ممتد إجهاد اللزوجة،   ~حيث 

  .عنصر المائع
   التالية  على الصورةكون تفرض استوك أن العلاقة بين ممتد إجهاد اللزوجة وممتد معدل الانفعال 

~~~ 3
22  kkee  

ني لزج وقابل وممتد معدل الانفعال لمانع نيوتمركبات ممتد الاجهاد ومركبات العلاقة بين 
 نضغاط في الصورة الممتدية تكون كالتالي للإ

ijkkijijij eep  3
22                                     (1) 
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,                                                   حيث vekk   

ijkkijij ee  3
22  جةجهاد اللزوإممتد مركبات يسمى   

تأخذ   constitutive equation نضغاط فان معادلة الحالة لإوإذا كان المائع غير قابل ل
  :الصورة 

ijijij ep  2  
  جهاد على الصورة لإممتد اتكون مركبات  )1(ومن العلاقة 

vx
up 
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  .     لعنصر المائعالانفعالية و ةنيوالدورا يةالانتقال الحركة وضح أن الحركة العامة لعنصر مائع تكون توليفة من 

  الحل
   vوالسرعة عندها هيrالتي متجه موضعها هو Pبإعتبار حركة عنصر مائع من النقطة 

rrوالتي متجه موضعها هو  Qإلى النقطة لسرعة عندها هيواv  
  حيث من هندسة الشكل يكون  

       vvv            (1)   
  يمكن كتابتها بدلالة تدرج السرعة بالصورة  (1)المعادلة 

        rvvv           (2)   
  الدوران ومعدل الإنفعال بالصورة ل معديمكن كتابتها بدلالة ممتدي  (2)المعادلة وكذلك 

              rvvrvvvv TT   2
1

2
1          (3)   

  الدوران ومعدل الإنفعال يعرفان بالصورتين التاليتين معدل وحيث أن ممتدي 

v v v 
v 

r rr  
r 

o 
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                TT vvevv  2
1

~2
1

~ ,       (4)   

  نحصل على  (3)في  (4)وبالتعويض من 
            rervv   ~~

     (5)   

 الانفعاليةو يةوالدوران يةالانتقالالحركة يتضح أن الحركة العامة لعنصر مائع هي توليفة من  (5)ومن المعادلة 
rالإنتقال؛  سرعة يمثل متجه vحيث  

~
reالدوران؛  سرعة  يمثل متجه ~  الإنفعالسرعة يمثل متجه.  

   1مثال
kzyxcjyxbiyxavإذا كان مجال سرعة سريان ما معطى بالصورة  ˆˆˆ 22  حيثcba أوجد . ثوابت,,

لعناصر  الانفعالمتجه سرعة معدل مركبات و الانفعالمعدل ممتد مركبات والسرعة الزاوية و الانتقالسرعة 
  . المائع
 الحل

kzyxcjyxbiyxavان هي حيث أن مجال سرعة السري ˆˆˆ 22   فإن سرعة انتقال عناصر المائع تكون
kzyxcjyxbiyxav ˆˆˆ 22  . والسرعة الزاوية يمكن الحصول عليها من العلاقة التالية  

 v  2
1 2,,,3,2,1والتي يمكن كتابتها في الصورة الممتدية التالية

1ˆ ,  kjievee kijijkkk  

  ت السرعة الزاوية في الصورة التالية ومنها نحصل على مركبا

        yxabvvzycvvzxcvv  2,11,231,33,123,22,31 2
1,2

1
2
1,2

1
2
1  

نحصل عليها من العلاقة التالية  الانفعالومركبات ممتد  معدل   3,2,1,,2
1

,,  jivve ijjiij 

,,,حيث يكون  3,333
2

2,222
2

1,111 yxcvexbveyave   

      ,2
1

2
1,2

1
1,33,11,33,11,22,11,22,1 zycvveeyxbavvee   
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  .2
1

2
1

2,33,22,33,2 zxcvvee   
,,3,2,1حصل عليها من العلاقة التالية ومركبات متجه سرعة معدل الانفعال ن  jixeD jiji   

حيث يكون 
333232131332322212123132121111 ,, xexexeDxexexeDxexexeD  

    ,2
1,2

1
3312

2
212123322211

2
21 xxxcxbxxxxbaDxxxcxxxbaxxaD    

.2
1

2
1

3212311323 xxxcxxxcxxxcD   

   2مثال
معطى بالصورة  ئعإذا كان مجال سرعة سريان ما     kyxjzxizyv ˆ536ˆ524ˆ321  

  .  وضح أن حركة المائع تمثل حركة جسم متماسك
 الحل
إذا كان مركبات متجه سرعة الانتقال ومركبات ممتد معدل الدوران لا  كة المائع تمثل حركة جسم متماسكحر

  تتلاشى ولكن تتلاشى مركبات ممتد معدل الانفعال 

هي  مجال السرعة لسريان المائعوحيث أن      kyxjzxizyv ˆ536ˆ524ˆ321   فإن
  مركبات سرعة الانتقال لا تتلاشى 

معدل الدوران تتعين من العلاقة التالية  وحيث أن مركبات ممتد  3,2,1,,2
1

,,  jivv ijjiij 

فإن       ,32
1,22

1,02
1

1,33,1131,22,1121,11,111  vvvvvv  

      ,32
1,52

1,02
1

3,11,3312,33,2232,22,222  vvvvvv   



9 
 

      ,22
1,52

1,02
1

2,11,2213,22,3323,33,333  vvvvvv   

وحيث أن مركبات ممتد معدل الانفعال تتعين من العلاقة التالية   3,2,1,,2
1

,,  jivve ijjiij 

فإن       02
1,02

1,02
1,0 2,33,232231,33,113311,22,112211,111  vveevveevveeve

0,0 3,3332,222  veve 

مركبات متجه سرعة الانتقال ومركبات ممتد معدل الدوران لا تتلاشى ولكن تتلاشى مركبات مما سبق يتضح أن 
  .ممتد معدل الانفعال لذلك فإن حركة المائع تمثل حركة جسم متماسك

   3مثال
إذا كان مجال سرعة سريان مائع معطى بالصورة        kzcwjvyxbiuyxav ˆ2ˆˆ 22  

 
cbaحيث  ثوابت، ,,  wvu  وضح أن حركة المائع تمثل حركةمركبات سرعة المائع عند نقطة الأصل  ,,

   . انتقالية ودورانية وانفعالية
 الحل

إذا كان مركبات متجه سرعة الانتقال ومركبات ممتد معدل  انتقالية ودورانية وانفعاليةحركة المائع تمثل حركة 
  لا تتلاشى ومركبات ممتد معدل الانفعال ران الدو

هي  مجال السرعة لسريان المائعوحيث أن        kzcwjvyxbiuyxav ˆ2ˆˆ 22  
  فإن

  مركبات سرعة الانتقال لا تتلاشى 

وحيث أن مركبات ممتد معدل الدوران تتعين من العلاقة التالية   3,2,1,,2
1

,,  jivv ijjiij 

فإن         ,02
1,22

1
2
1,02

1
1,33,1131,22,1121,11,111  vvxbavvvv  



10 
 

      ,02
1,02

1,02
1

3,11,3312,33,2232,22,222  vvvvvv  

       ,22
1

2
1,02

1,02
1

2,11,2213,22,3323,33,333 bxavvvvvv    

وحيث أن مركبات ممتد معدل الانفعال تتعين من العلاقة التالية   3,2,1,,2
1

,,  jivve ijjiij 

فإن    ,22
1

2
1, 1,22,112211,111 xbavveeave 

    02
1,02

1
2,33,232231,33,11331  vveevvee  

cveybve 2,2 3,3332,222  
لا  مركبات ممتد معدل الانفعالو دل الدورانمركبات متجه سرعة الانتقال ومركبات ممتد معمما سبق يتضح أن 

  .انتقالية ودورانية وانفعاليةتتلاشى لذلك فإن حركة المائع تمثل حركة 
 .كة لمائع لزج وقابل للإنضغاط في الصورة الإتجاهيةاستنتج معادلة الحر
 .استوك لمائع لزج وقابل للإنضغاط في الصورة الإتجاهية-استنتج معادلة نافير

 .استنتج معادلة بقاء كمية الحركة الخطية لمائع لزج وقابل للإنضغاط في الصورة الإتجاهية
دلة بقاء كمية الحركة الخطية لمائع لزج استوك أو معا-معادلة نافيرلاستنتاج معادلة الحركة أو 

  وقابل للإنضغاط في الصورة الإتجاهية نتبع الآتي 
ثم نأخذ Sمن المائع اللزج والقابل للإنضغاط والمحاط بالسطح Vنأخذ حجم اختياري  -1

متجه وحدة عمودي  n̂حيث Sلسطح والمحاط بعنصر اVمنه عنصر حجمي 
 .Sللخارج على عنصر المساحة 

ئع داخل الماPعند أي نقطة  وكثافته  vهي نفرض أن سرعة عنصر المائع الحجمي  -2
 .tاللزج وعند اللحظة الزمنية 

 نفرض أن القوتين الداخلية والخارجية المؤثرة على عنصر المائع هما  -3
الناشئة عن المائع المحيط بعنصر الحجم وهي قوة  nالقوة السطحية(القوة الداخلية   - أ

 )لوحدة المساحات
 لوحدة الكتلF) لحجميةالقوة ا( القوة الخارجية   - ب
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فإن محصلة القوى  nهي وحيث أن القوة السطحية الناشئة عن المائع المحيط بعنصر الحجم
هي  Vالسطحية المؤثرة على المائع اللزج داخل الحجم  dSndS

SS
n   ˆ~ وباستخدام نظرية

  وس للإنتشار تصبح المعادلة على الصورة جا dVdS
VS

n   ~                   (1)  

Vفإن محصلة القوى الحجمية المؤثرة على الحجم Fوحيث أن القوة الحجمية لوحدة الكتل هي 
  تكون

dVF
V
                   (2)  

Vvتكون Vوحيث أن كمية حركة عنصر الحجم   Vفإن كمية حركة المائع داخل الحجم   
  تكون

dVv
V
                   (3)  

  وطبقا لقانون نيوتن الثاني يكون 
 dVFdVvtD

D
VV
    ~                  (4)  

  على الصورة التالية  (4)نظرية رينولد للإنتقال تصبح المعادلة  وباستخدام
0~ 


  dVFtD

vD
V

                   (5)  

  فإن اختياري ولا يساوي صفر  dVوحيث أن عنصر الحجم
FtD

vD    ~                  (6)  

  ة للموائع اللزجة القابلة للإنضغاط في الصورة الإتجاهية وهذه معادلة الحرك
  فإذا كان المائع اللزج لا نيوتونيا فإن ممتد كوشي للإجهاد يكون على الصورة التالية 

~~~   p                  (7)  
يمثل ممتد إجهاد  ~المائع،  يمثل ممتد الإجهاد الحجمي والذي يغير من حجم عنصر p~حيث 

  نحصل على  (6)في   (7)وبالتعويض من . اللزوجة والذي يحدث التشوه في عنصر المائع
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FptD
vD    ~                  (8)  

  .تمثل معادلة الحركة الحاكمة لحركة الموائع اللزجة اللانيوتونية (8)المعادلة 
ن المائع اللزج نيوتونيا وقابل للإنضغاط ومعامل لزوجته متغيرة فإن استوك فرض أما إذا كا

العلاقة بين ممتد اجهاد اللزوجة وممتد معدل الإنفعال على الصورة التالية   
~~~ 3

22  kkee  وبالتالي فإن ممتد كوشي للإجهاد يكون على الصورة التالية  

~~~~ 3
22  kkeep              (9)  

بأخذ و   div    نحصل على  (9)لطرفي المعادلة  
     ~~~~ 3

22  kkeep               (9a)  
  يمكن كتابتها على الصورة التالية  (9a)المعادلة 

 kkeeep   

3
222 ~~~             (9b)  

 صورة التالية يمكن كتابتها على ال (9b)المعادلة 
  

kkkk eeeep 3
2

3
222 ~~~             (9c)  

  ولكن 
     kk

T evvvvve  

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1 22

~             (9d)  
  على الصورة  (9c)بذلك تصبح المعادلة 
  

kkkk eeevp 3
2

3
12 ~

2
~             (10)  

تونية نحصل على المعادلة الحاكمة لحركة الموائع اللزجة النيو (6)في  (10)وبالتعويض من 
  والقابلة للإنضغاط ومعامل لزوجتها متغيرة على الصورة التالية 

FeeevptD
vD

kkkk
   3

2
3
12 ~

2             (11)  
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تصبح  (11)فإذا كان المائع اللزج النيوتوني قابل للإنضغاط ومعامل لزوجته ثابتة فإن المعادلة 
  على الصورة التالية 

  FvvptD
vD    3

12             (12)  

 (12)وإذا كان المائع اللزج النيوتوني غيرقابل للإنضغاط ومعامل لزوجته ثابتة فإن المعادلة 
  تصبح على الصورة التالية 

FvptD
vD    2             (13)  

  تصبح على الصورة التالية  (13)وإذا كان المائع غيرلزج وغير قابل للانضغاط فإن المعادلة 
FptD

vD                (14)  

  ).المثالية(تمثل معادلة أويلر الحاكمة لحركة الموائع غير اللزجة  (14)والمعادلة 
  . أثبت أن ممتد الإجهاد لمائع لزج وقابل للإنضغاط هو ممتد متماثل

  لإثبات أن ممتد الإجهاد لمائع لزج وقابل للإنضغاط هو ممتد متماثل نتبع الآتي 
ثم نأخذ Sمن المائع اللزج والقابل للإنضغاط والمحاط بالسطح V نأخذ حجم اختياري -1

متجه وحدة عمودي  n̂حيث Sوالمحاط بعنصر السطح Vمنه عنصر حجمي 
 .Sللخارج على عنصر المساحة 

داخل المائع  Pعند أي نقطة وكثافته  vنفرض أن سرعة عنصر المائع الحجمي هي  -2
 .tاللزج وعند اللحظة الزمنية 

 عنصر المائع هما نفرض أن القوتين الداخلية والخارجية المؤثرة على  -3
الناشئة عن المائع المحيط بعنصر الحجم وهي قوة  nالقوة السطحية(القوة الداخلية   - أ

 )لوحدة المساحات
 لوحدة الكتلF) القوة الحجمية( القوة الخارجية   - ب

 عزوم فإن محصلة nهي وحيث أن القوة السطحية الناشئة عن المائع المحيط بعنصر الحجم
 هي  Vالقوى السطحية المؤثرة على المائع اللزج داخل الحجم 

 dSr
S

n          (1)  
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 القوى الحجمية المؤثرة علىعزوم فإن محصلة Fوحيث أن القوة الحجمية لوحدة الكتل هي 
  تكونVالحجم 

 dVFr
V
                     (2)  

Vvتكون Vوحيث أن كمية حركة عنصر الحجم   كمية حركة المائع محصلة عزوم فإن   
  تكونVداخل الحجم 

 dVvr
V
                     (3)  

  نظرية معدل التغير في عزم كمية الحركة نحصل على وطبقا ل
     dVFrdSrdVvrtD

D
VS

n
V

                     (4)  

  على الصورة التالية  (4)وباستخدام نظرية رينولد للإنتقال تصبح المعادلة 
   dVFrdSrdVtD

vDr
VS

n
V

 


  


                   (5)  

حي ولتحويل التكامل السط  
S

n dSr  إلى تكامل حجمي نتبع الآتي  

    
S

lkljkji
S

knjkji
S

in dSnxdSxdSr   

  وباستخدام نظرية جاوس للإنتشار تصبح المعادلة السابقة على الصورة التالية 
     

  





V V
lkljkjikjkjillkljkljlkji

V llkljklljkji
V lkljkji

S
in

dVxdVx
dVxxdVxdSr

,,,

,,,,




  

  ويمكن صياغة المعادلة السابقة في الصورة الاتجاهية التالية 
     

VS
n dVrdSr ~1                (6)  

حيث   ilkljkjiikjkji exre ˆ,ˆ ,~1     
  نحصل على  (4)في  (6) ,(5)وبالتعويض من 
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01~ 


 


  dVFtD
vDr

V
 

                  (7)  

  ولكن نعلم من معادلة الحركة للموائع اللزجة القابلة للإنضغاط في الصورة الإتجاهية أن 
0~


 FtD
vD                   (8)  

  نحصل على  (7)في  (8)وبالتعويض من 
01
 

V
dV                  (9)  

01اختياري ولا يساوي صفر فإن  dVوحيث أن عنصر الحجم
   أي أن

3,2,1,,,0  kjikjkji   
1,,3,2,1ومنها نجد أنه عندما   kji 3223فإن    2,,3,2,1وعندما  kji فإن

3113    3,,3,2,1وعندما  kji 2112فإن    أي أن ممتد الإجهاد لمائع لزج قابل
 للإنضغاط ممتد متماثل 

  
 A fluid is being added constantly to a flow region with velocity field v at 
a rate q per unit volume per unit time. Show that the equation of motion 
becomes FvqTvvt

v 
  


~ , where ~T  is the stress tensor and F

the other body forces.  
solution 

The total moment of momentum of the fluid inside the volume V is  
                                             

V
 r  V  dV, 

where r  is the position vector of the point P. Then the rate  of change of 
moment of momentum of fluid within V is   

D
D t V  r  V  dV. 

The moment of the body force F  is 
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
V

 r  F  dV, 

 where F  is the body force per unit mass 
The total moment of additional force, which is produced by additional 
flux per unit volume per unit time, is  


V

 q r  V  dV. 

The total moment of the surface force is 
S

r  (. n ) dS and by Gauss 

theorem equals to  

V

r  ( .) dV, 

where T= -p δ +  , p is the pressure, δ is unit tensor,   is the extra 
stress tensor and is a symmetric tensor . 
Since the rate of change of moment of momentum is equal to the moment 
of applied force (both surface force and volume force), we get  

D
D t V  r  V  dV = 

V
 r  F  dV + 

V
 q r  V  dV +  


V

 r (  . T) dV, 

or  
 

V
 r  [ D

D t V  -  F  -   q V  -  .T] dV = 0. 

Since the volume V is arbitrary and so the position vector r , then the 
equation of motion becomes 
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 D
D t  ( v ) -  F  -   q V  -  .T = 0. 

For a constant density , it can be written as 
  ( t


 V +V . V ) =  F  +  q V  +  .T.                   

This is the called Navier-Stokes equation with additional constantly flux 
per unit volume per unit time. 

Prove that    


 
V V

dVtD
vDrdVvrtD

D 
  , where  and v  are density 

and velocity of a fluid.  
Solution 
From Reynolds transport theorem we know that 

  
     


 

tVtV
dVvtxftD

txDfdVtxfDt
D 


 ,,,  

By replacing  txf ,  with vr   we find that  
      tD

vDrvrvtD
DvvrtD

vrD 


 


    

Since 0 vtD
D  then the above equation becomes 

    tD
vDrvvrtD

vrD 


   , Hence 

   


 
V V

dVtD
vDrdVvrtD

D 
   

Show that the angular velocity vector   of an incompressible viscous 
Newtonian fluid moving under no external forces satisfies the 
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differential equation   ,2 vtD
D  where   is the kinematic 

viscosity.              
Solution 
 Since, Navier-Stokes equation for an incompressible viscous fluid with 
constant viscosity is 

,2 vP
tD
vD 


                                                                               (1) 

  ,2
1 2 vvt

vvvt
v

tD
vD 





                                            (2) 

where 
 2v .                                                                                        (3) 

From (2), (3) we can write (1) as the following form 

  vPvvt
v 22 22

1 






  .                                             (4) 

By taking the curl of (4), we get 
    

 2vt .                                                                      (5) 

         vvvvv  ,                          (6) 
 substitution from (6) in (5) we get 

        
 2vvvvt ,                           (7) 

 since, we know from continuity equation that  
0 v                                                                                                     (8) 

 Also, we know that  
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  00  v                                                                        (9) 
substitution from (8, 9) in (7) we get 

  .2 vtD
D  

    .استنتج معادلة الدوامة لمائع ثابت اللزوجة وغير قابل للإنضغاط ويتحرك في عدم وجود قوة حجمية خارجية 
 الحل         

المعادلة الحاكمة لحركته في غياب القوة الحجمية  حيث أن المائع اللزج غير قابل للإنضغاط ولزوجته ثابتة فإن
  الخارجية تكون على الصورة 

vp
Dt

vD 
2


                         (1) 

 وحيث أن 

  vvt
vvvt

v
Dt

vD 










 2
2
1            (2) 

vحيث   .نحصل على  (1)في  (2)وبالتعويض من  

vpvvt
v 

22
2
1 







                 (3) 

وبأخذ  نحصل على   (3)لطرفي المعادلة  

   


2
 vt                  (4) 

وحيث أن          vvvvv    تصبح على الصورة  (4)فإن  
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         


2
 vvvvt            (5) 

0ومن معادلة الإستمرارية نعلم أن v فة عامة نعلم أن وبص  0 v  وبذلك
  على الصورة التالية  (5)تصبح 

     


2
 vvt             (6) 

  يمكن كتابتها على الصورة التالية  (6)والمعادلة 

   


2 vtD
D              (7) 

قابل للإنضغاط ويتحرك في  تعرف باسم معادلة الدوامة لمائع ثابت اللزوجة وغير (7)والمعادلة 
  .عدم وجود قوة حجمية خارجية

  مثال 

أثبت أن   yxt ,
, 222 






   حيث  دالة التيار لحركة مستوية لمائع لزج وذلك

  .في غياب القوة الحجمية

  الحل

  ة على الصورة حيث أن معادلة الدوامة لمائع لزج وغير قابل للإنضغاط في غياب القوة الحجمي
   


2 vtD

D              (1) 
  أو على الصورة 
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     


2
 vvt              (2) 

  وحيث أن الحركة للمائع اللزج حركة مستوية ولتكن على الصورة 
 0,,vuv               (3) 

  فإن 
ky

u
x
vv ˆ







               (4) 
هي بين مركبتي السرعة ودالة التيار في الإحداثيات الكارتيزية وحيث أن العلاقة   

xvyu 


  ,              (5) 
  نحصل على  (4)في  (5)وبالتعويض من 
kv ˆ2               (6) 
  نحصل على  (2)في  (6)وبالتعويض من 

       kkyvxukt ˆˆˆ 22222  







              (7) 

  نحصل على  (7)في  (5)وبالتعويض من 
     

xyyxt 













  2222              (8) 

  يمكن كتابتها على الصورة  (8)المعادلة 

        yx
yx

yx
t ,

, 2
22

22 



















 




               

  مثال 
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أثبت أن الحركة المطردة الإنزلاقية البطيئة في بعدين لمائع نيوتوني لزج وغير قابل للإنضغاط 

xتحقق المعادلة
F

y
F yx 


  حيث  4 yx FF مركبتي القوة الخارجية المؤثرة على  ,

  . دالة التيار للمائعالمائع،

  الحل

Since the flow in the creeping steady motion of a viscous incompressible 
fluid then  Navier-Stokes equation becomes    

Fvp    2 ,                                                                                       (1) 

Equation (1) can be rewritten as follows 

Fvp  


 2 ,                                                                                      (2) 

where 
  . By taking the curl of equation (2) we get 

  Fv   20  ,                                                                               (3) 
Since the motion in two dimensions in x-y plane then  

kv ˆ2                                                                                               (4) 

y
F

x
FF xy




  ,                                                                                    (5) 
Substituting from (4) and (5) in (3) we get 

x
F

y
F yx 


  4 . 


