
1 
 

  الباب الثالث
  المسارات المركزية أو المدارات المركزية                

  
  المسار المركزي هو المنحنى الذي يرسمه جسيم يتحرك تحت تأثير قوة مركزية  -:عرف المسار المركزي

  
  f    هي قوة تتجه دائما نحو نقطة ثابتة تعرف هذه النقطة بمركز القوة المركزية: القوة المركزية    -:عرف القوة المركزية وما هي الإحداثيات المناسبة لدراسة الحركة 

  هي الإحداثيات القطبية   : ة الحركة والإحداثيات المناسبة لدراس
  

اكتب معادلتي حركة جسيم يتحرك تحت تأثير قوة مركزية ومنها استنتج المعادلة التفاضلية 
  -:معادلتي حركة جسيم يتحرك تحت تأثير قوة مركزية هما  -:ظرة للسرعةاللمسار المركزي وما هي الصيغة المن
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نحصل على المعادلة التفاضلية للمسار المركزي على )1(في ) 3(,)5(,)8(بالتعويض من 

  الصورة
                                                                                        

              fuhud
uduh  42
2

2
22 1
 

 
)9(  


  ud

uduhf 2
2

22  
 وهذه هي صيغة بني للمعادلة التفاضلية للمسار المركزي 
 

 - :وحيث أن مربع السرعة في الإحداثيات القطبية هي
 
)10                (2222  rrv  
 

  -:نحصل على) 10(في ) 6) ,(5),(3(وبالتعويض من 
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


 


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اثبت أن الخط الواصل من الشمس إلى الكوكب يمسح مساحات متساوية فى أزمنة متساوية أي أن   
  .السرعة المساحية تكون ثابتة

 الحل
 ل  يكونحيث أن السرعة المساحية هي معدل تغير المساحة بالنسبة للزمن من هندسة الشك
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  يتمثل في أنه ضعف السرعة المساحية                      hالمعنى الهندسي للثابت 
ود اثبت أن مقدار السرعة عند أي نقطة على المسار المركزي يتناسب عكسيا مع طول العم

  الساقط من مركز القوة على المماس عند النقطة
  oنأخذ عزم السرعة حول النقطة   

                                       vrM o
   

                         211 erererMO
                                 

                                           3
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  1e,2eعمودي على  3eحيث
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  يمكن كتابته على الصورة  oوأيضا مقدار العزم حول 
  
)2                                             (VPM O   
  

  )1(من   
  

                                                  vpr 2  
                                                        vph   
  

                                                       p
hv   

  .الإحداثيات القطبيةباستخدام استنتج معادلة البدال للمدار المركزي 
يتناسب عكسيا مع طول العمود عند أي نقطة على المسار المركزي حيث أن مقدار السرعة 

pالساقط من المركز على اتجاه الحركة فإن 
hv   وبذلك يكون 
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  .الذاتيةالإحداثيات  باستخداماستنتج معادلة البدال للمدار المركزي 
  بكتابة معادلة الحركة في الإتجاه العمودي على المماس نجد أن 

(1)  rpfmfmvm /cos2    
  يمكن كتابتها على الصورة التلية (1)المعادلة 

(2)  rpfv /2   
مقدار السرعة عند أي نقطة على المسار المركزي تتناسب عكسيا مع طول العمود  وحيث أن

  الساقط من مركز الجذب على اتجاه الحركة فإن 
(3)  phvs /  

  من هندسة الشكل يتضح أن و
)4  (  dr

drpr
p   tantan 22  

نحصل على  (4)ومن المعادلة   وحيث أن  لاتتغير عند أي نقطة على المسار
  المركزي فإن 

    ddddd  0     (5)  
   نصف قطر التقوس للمسار يعين من العلاقة وحيث أن
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وحيث أن   22 rddrds   في الإحداثيات القطبية فإن  
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  .استنتج المعادلة التفاضلية للمسار المركزي باستخدام قاعدة الشغل

  الحل
  -:حيث أن الشغل يساوى التغير في طاقة الحركة أي أن 
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  وحيث أن 
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  نحصل على بالنسبة إلى ) 6(وبتفاضل 





 


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 .وهذه هي المعادلة التفاضلية للمسار المركزي 
  والبعد الأبسى أو البعد القبوى وكيف يمكن تعيين الأبعاد الأبسية ) القبا(عرف الأبس 

  هى نقطة على المسار المركزىبحيث يكون عندها ):القبا(الأبس  الحل
 هو البعد بين الأبس ومركز القوة  :البعد القبوى أو الأبسى     القطبى السرعة عمودية على البعد 

 وتعين الأبعاد الأبسية من الشرط
                                                 0 vr 
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  وهذا الشرط يعين الأبعاد القبوية

 )قوانين كبلرالثلاثة(أحد تطبيقات المسارات المركزية 
  .ثم برهن القانون الثالث لكبلر. أذكر قوانين كبلر الثلاثة 

  الحل
   .هاتيفي قطوع نا قصية بحيث تقع الشمس في إحدى بؤرالكواكب تدور حول الشمس -1
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الخط الواصل بين الشمس والكواكب يمسح مساحات متساوية في أزمنة متساوية أي ان -2
  السرعة المساحية للكواكب تكون ثابتة 

 مربع الزمن الدوري للكوكب يتناسب طرديا مع مكعب نصف المحور الأكبر للقطع-3
32 aT    أنلإثبات القانون الثالث لكبلر نعلم   

المساحية السرعة=للكوكب  الدوريالزمن 
 الناقصالقطع مساحة

  
   - : الزمن الدوري

(1)            h
ba
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baT  2

2   

  من قانون نيوتن الثانى نعلم أن 
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  ومن قانون نيوتن للجذب العام نعلم أن  
)3(2

2 ,f u mr
        

  نحصل على  (3) ,(2)من 
 )4(        22

2
hud

ud 
   

  حلها العام ) 4(المعادلة 
2)( hCosu    

  )(2
2

CosAh
hr     (5)  

  :وحيث أن مسار الكواكب حول الشمس على شكل قطع ناقص فإن
)6(              eCos

Lr  1  
  الاختلاف المركزي  eنصف طول الوتر البؤري العمودي و Lحيث 

  يمكن كتابتها على الصورة ) 5(
)7( 

1)(
2

2







CosAhr
h

  

  نحصل علي  (7) ,(6) بمقارنة
lhhl   22

  
  من خواص القطع الناقص 
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a
bl 2   

a
bh 22  

 )8(       bah   
  نحصل على ) 1(في ) 8(وبالتعويض من 

)9(          2/322 ab
aba





   

322نحصل على ) 9(بتربيع طرفي  4 a
  

                                         32 a  مثال  
VVإذا كان  , ترتيب أكبر و أصغر سرعة لكوكب يدور حول الشمس فأوجد على الهما   

  .الاختلاف المركزي لمسار الكوكب 
  الحل 

  -:في المسارات المركزية تكون على الصورة 2Vحيث ان 
)1(  . ])[( 2222 ud

duhV    
  و حيث أن مسار الكوكب يكون على شكل قطع ناقص معادلته

cos1
L
e

Lu   (2)  
 نحصل على إلى بالنسبة ) 2(تفاضل 

)3(  Sinl
e

d
du   

  نحصل على  (1)في  (3) ,(2)و بالتعويض من 
 2

2
22 cos21 eeL

hv    
1cos1أن وحيث     فإن  

  
 2

2
22

max 1 eL
hv   (4)  

 2
2
22

min 1 eL
hv   (5)  

 
  نحصل على ) 5(على ) 4(وبقسمة    2

2
2
2

2
min

2
max

1
1

V
V

e
e

v
v 

  (6)  
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  نحصل على والتبسيط  )6(بأخذ الجذر التربيعي لطرفى  

1
 VV
VVe   

  ـال ثم
كتل حتى تكون الحركة المدارية أوجد الشرط الذي يجب أن تحققه القوه المركزية لوحدة ال  

      مستقرة وإذا توفر هذا الشرط اوجد الزوايا الأبسية المناظرة لاستقرار الحركة 
   الحل
  حيث أن القوه المركزية لوحدة الكتل من قانون نيوتن الثاني هي  

           


  ud
uduhf 2

222      (1)   
bشكل دائرة نصف قطرها  يبفرض  أن المسار عل

وباستخدام  xبعمل إزاحة صغيره و 1
bxu              التحويل      (2)   

  نحصل علي  مرتين بالنسبة إلي  (2)وبتفاضل 
        2

2
2

2

 d
xd

d
ud    يمكن كتابتها علي الصورة  (1)المعادلة     (3)       

     2
2

22 d
uduuh

f       (4)     
  نحصل علي   (4) يف (3),(2)وبالتعويض من 

      (5)  2
2

22 )()(
)(

d
xdbxbxh

bxf 
 

)(وباستخدام مفكوك تيلور للدالة bxf  نجد أن  
               (6)  ......!2

)()()()( 2  xbfxbfbfbxf  
  نحصل علي  (5) يف (6) وبالتعويض من  
2

22
22 )(1)()(

d
xdbxb

x
bh

xbfbf 


 


    
     

 
2

2
22

21)()(
d
xd

bh
bxb

xxbfbf





 
   (7)  
bu عندما  hلتعين   02كانت   d

ud   
 

3
232

b
bfhbhf   

  علي الصورة   (7)وبذلك تصبح 
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2
23)(

)(
d
xd

bf
bfbx 


    (8)  

  اقل من الصفر أي أن xمعامل يكون شرط استقرار الحركة هو أن    3
bf
bfb   

  bf
bfb  32  
ثم نساويه   وتفاضله بالنسبة إلى (8)ألابسيه هو أن نوجد الحل العام للمعادلة الزوايا لإيجاد و

  بالصفر فنحصل على الزوايا ألابسيه المناظرة لاستقرار الحركة 
    bf

bfbAx  3,cos  (11) 
  ونساويه بالصفر نحصل على بالنسبة إلى (11)   وبتفاضل 

  0sin   Ad
dx  (12)   

  يجب أن يكون(12) ولكي تتحقق 
   (13)                    ,2,1,0,  nnn          
nدلا منب 1n وضعوب   نحصل على  (13)في   
                                        11  nn          (14)  

 نحصل على  (14)من (13)بطرح 
    nn 1  

  
تمثل الزاوية ألابسيه المناظرة للحركة المستقرة     

  nn 1  
  ملحـــــــــــــــــــوظة

 .أبسين متتالين هي الزاوية المحصورة بين بسيةالأالزاوية 
  مثال

cos1مسار مركزي على شكل قطع ناقص معادلته القطبية  فيإذا تحرك جسيم  e
Lr   حيث

L Fالمركزي وذلك تحت تأثير قوة  الاختلاف eهو طول الوتر البؤري العمودي و   تتجه   
  .أثبت أن قانون القوة هو قانون التربيع العكسي. ئما نحو البؤرةدا

 الحــــــــل
   التالية حيث أن قانون القوة المركزية يعين من العلاقة

                                         


  ud
uduhf 2

222       (1) 
   هي و حيث أن المعادلة القطبية للقطع الناقص

                 cos1 e
lr   
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l
e

lu cos1               (2) 
  نحصل على  مرتين بالنسبة إلي ) 2(وبتفاضل 

,  sinl
e

d
ud  ,   cos2

2
l
e

d
ud           (3) 

  نحصل على ) 1(في ) 2((3) ,بالتعويض من 



 


  ll
e

l
e

l
e

l
e

lhf 1coscoscoscos21
2

22
22

2   

  222
3
2 cos1cos1 


  l

e
l
hel

hf   

     2
222 1

rl
hul

hf   

             l
hkr

kf 2
2 ,   

  .تحقق قانون التربيع العكسي fأي أن  
  مثــــال

a2قѧѧذف جسѧѧيم بسѧѧرعة 
 دѧѧي بعѧѧس علѧѧن أبѧѧمa  ذبѧѧز الجѧѧن مركѧѧمo دارهاѧѧة مقѧѧوة مركزيѧѧلق

)( 32 uau   لوحدة الكتل أثبت أن البعد القبوي الأخر يساويa3 وأوجد معادلة المسار.  
  الحــــل

  هي           المركزيللمسار  التفاضلية المعادلةحيث أن 
 )1 (         )( 2

222 ud
uduhf     

)(مركزية مقدارهااللقوة ا يث أنوح  32 uau  فإن  لوحدة الكتل)( 32 uauf    
  على الصورة  ) 1(و بذلك تصبح المعادلة 

 )2     (  


  ud
uduhuau 2

2222 1   
  نحصل على  u إلى بالنسبة ) 2(و بتكامل 
cuud

udhuau 12
222

22 



 





   (3)  

  يمكن كتابتها على الصورة التالية  (3)ادلة المع
cvuau 1

22
22 


       (4)  
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auعند  هيللحركة  الابتدائيةثابت يعين من الشروط  c1حيث  1 كانت av 2
 ومنها

acنحصل على  41
  ى الصورةعل) 4(وبذلك تصبح  

a
vauu 422

22  


   (5)  
0dالأبسية نضع  الأبعادولتعيين 

ud  وتصبح  

(6) 
a

uhuau
uhv

422
222

222

 


 


      
phvوحيث ان /  وعند الأبس يكون ap  , aV 2

  

2
ah  

  علي الصورة ) 6(وتصبح 

auauau 442
22  


    (7)  

  نحصل على  (7)وبتبسيط المعادلة    0113  uauaىѧѧبة إلѧѧة بالنسѧѧذه المعادلѧѧل هѧѧوبحu  ىѧѧل علѧѧر نحصѧѧوى الاخѧѧد القبѧѧالبع
  a3يساوى 

2التعويض عن بو
ah    نحصل على ) 2(فى  

     (8)  aud
ud 232

2   
  على الصورة العام  هامعادلة تفاضلية غير متجانسة حل) 8(المعادلة 

aBAu 3
23sin3cos        (9)  

كانت 0عند ثابتان يعينان من الشروط الابتدائيه من الحركة و هى ,BAحيث  
0,1  dduau 0,3ومنها نحصل على

1  BaA  على الصورة التالية  (9)وبذلك تصبح  

au 3
3cos2       (10)  

3cos2وبذلك تكون معادلة المسار على الصورة 
3

 ar.    
  مثـال
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/3ارهايتحرك جسيم تحت تأثير قوة مركزية جاذبة مقد rm وإذا قذف الجسيم من أبس على بعد
a  السرعة في دائرة نصف قطرها 2من المركز بسرعة مقدارهاaأوجد معادلة المسار          .  

اني لجسيم يتحرك على محيط دائرة نصف قطرها لإيجاد السرعة في دائرة نطبق قانون نيوتن الث  الحل
a تحت تأثير قوة الجذب عندar   فنحصل على  

          avav cc
  2

2 (1) 

aوحيث أن 
h

avv c  22 فإن  
(2)                  2h  

  لمركزية لوحدة الكتل تعين من المعادلة حيث أن القوة او
          



  ud

uduhf 2
222
 (3) 

 وحيث أن 2,3  huf تصبح على الصورة  (3)فإن المعادلة   
              ud

ud
2
1

2
2          (4)          

  تمثل معادلة حركة توافقية بسيطة حلها العام (4)المعادلة و
               2

1sin2
1cos BAu                (5)   

0,1كانت  0ثابتان يعينان من الشروط الإبتدائية للحركة وهي عند ,BAحيث  d
du

au 
0,1ومنها نحصل على أن  BaA على الصورة    (5)وبذلك تصبح  

              2
1cos1

au        (6)           
 نحصل على معادلة المسار على الصورة (6)من و

             2
1cosra              (7)      

  مثال
 aحيث  cosarاذا كان جسيم يتحرك  فى مسار مركزى على شكل دائرة  معادلته القطبية 

  5rثابت أثبت أن القوة المؤثرة على الجسيم نحو المركز تتناسب عكسيا مع 
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  الحـل
  وحدة الكتل تعين من المعادلة لحيث أن القوة المركزية 




  ud
uduhf 2

222      (1) 

cosarوحيث أن   فإن  
    (2) au sec  

  نحصل علىمرتين بالنسبة الى) 2(وبتفاضل 
                               secsec21 3

2
2  ad
ud  (3)                                          

  نحصل على   (1)فى,(2) (3)و بالتعويض من




  aaa
hf  secsecsec2sec 32

2
2  

  5
2252255

3
2

3
52 222sec2

r
hauhauaa

h
a

hf    

5
1
rf   

  :مثال
  حتѧى يتحѧرك جسѧѧيم علѧى منحنѧى الكاردويѧѧدoأوجѧد مقѧدار القѧوة المركزيѧѧة اللازمѧة نحѧو القطѧѧب 

 cos1 ar اويѧѧس تسѧѧد الأبѧѧيم عنѧѧرعة الجسѧѧت سѧѧه إذا كانѧѧت أنѧѧوأثبV  دارѧѧد ومقѧѧوة عنѧѧالق
FaVفإن Fالأبس تساوي 43 2           .    

  حيث أن القوة المركزية لوحدة الكتل تعين من المعادلة   الحل
  



  ud

uduhf 2
222
         (1)   

  وحيث أن المعادلة القطبية لمسار الكاردويد هي 
                                  cos1 ar        (2)   

ruوحيث أن  1 يمكن كتابتها على الصورة التالية   (2)المعادلة  فإن  
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    cos1
1

 au            (3)    
  نحصل على أن  (3)ومن 

          ua
11cos      (4)    

  نحصل على  (3)واستخدام  بالنسبة إلى  (3)وبتفاضل 
    2

22 sincos1
sin uaa

a
d
ud 


 

       (5)               
  نحصل على (5) ,(4)واستخدام  بالنسبة إلى  (5)وبتفاضل 

uuad
ud  2
2

2 3        (6)               
  نحصل على  (1)في  (6)وبالتعويض من 

423 uhaf       (7)  
0dوحيث أنه عند الأبس يكون

rd  0أوd
ud 0فإنsin  عندما   0أو

 وبالتالي فإنه عند الأبس يكون 
         (8) au 2

1 
222 uhV       (9)  

  نحصل على (8)واستخدام  (7)في  (9)التعويض من وب
        234 VFa  Ffحيث  (10)    عند الأبس  

  مثال
narأوجد المعادلة المماسية القطبية للمنحنى  nn cos حيثna,  ثابتان ومن ذلك أوجد

الذي يؤثر على جسيم نحو القطب بحيث يرسم الجسيم هذا المنحنى وأوجد قانون القوة المركزية 
  . أيضا قانون تغير السرعة

  الحل
narحيث أن المعادلة المماسية القطبية للمنحنى  nn cos يمكن إيجادها بإيجاد rpp  

  كز الجذب على اتجاه الحركة للجسيمهي طول العمود الساقط من مر pحيث 
  من هندسة الشكل يتضح أن

sinrp      (1)  
  على المنحنىPهي الزاوية المحصورة بين المماس عند النقطة  حيث 

  فإن oPوالإتجاه المركزي  

o 
r 

P p 

 
 
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  (2) 



d
dr
r

dr
rd

r
r 


tan  

   وبأخذ اللوغارتم الطبيعي لطرفي معادلة المسار نحصل على 
 nanrn coslnlnln       (3)  

  نحصل على  بالنسبة إلى (3)وبتفاضل طرفي 
      (4)  nnd

dr
r
n tan  

  نحصل على  (2)في  (4)وبالتعويض من 
  (5)    nn  2tancottan  

يتضح أن (5)ومن العادلة   n   على الصورة  (1)وبذلك تصبح  2   nrnrp cossin 2      (6)  
  على الصورة  (6)ومن معادلة المسار تصبح 

nn arp /1     (7)  
المركزية نستعمل  ولإيجاد قانون القوة. تمثل المعادلة المماسية القطبية للمسار (7)والمعادلة 

  معادلة البدال التي على الصورة 
dr
dp

p
hf 3

2     (8)  
  نحصل على  (8)في  (7)وبالتعويض من  

32
22 1


 n

n
r

anhf     (9)  
  وتتعين السرعة عند أي موضع من العلاقة 

1 n
n

r
ah

p
hv     (10)  

 
 
 

  مثال
على مساره تتعين من العلاقة أثبت أن سرعة الكوكب عند أي نقطة


  arkv  aحيث  122

   .ثابت kنصف طول المحور الأكبر للقطع الناقص الذي يتحرك عليه الكوكب،
حيث أن مسار أي كوكب حول الشمس يكون قطع ناقص فإن معادلته القطبية تكون على الصورة   الحل

  الية الت
  cos1 e

Lr         (1)   
  .الإختلاف المركزي eنصف طول الوتر البؤري العمودي،  Lحيث 

  وحيث أن العلاقة بين مربع السرعة والصورة التفاضلية للمسار المركزي هي 
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    (2) 



 


 2222 ud

udhv   

ruوحيث أن    1  يمكن كتابتها على الصورة التالية  (1)فإن المعادلة  
      cos1

L
e

Lu     (3)   
  نحصل على  بالنسبة إلى (3)وبتفاضل 

    sinL
e

d
du        (4)   

  نحصل على  (2)في  (4) ,(3)وبالتعويض من 
    


  2

222 cos21
L

eehv       (5)   
  نحصل على  (1)ومن المعادلة 

   1cos  r
Le        (6)   
واستخدام العلاقة  (5)في  (6)وبالتعويض من  21 eaL  نحصل على  

  


 


  arkarL
hv 121222        (7)   

Lحيث 
hk 2.  

 


