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  الباب الخامس
                 حركة جسيم في الفراغ 

نتج معادلات الحركة لجسيم يتحرك في الفراغ في الإحداثيات الاسطوانيةاست z,,.   
                                                                                                                 الحل      

  .راغ في الإحداثيات الاسطوانية لاستنتاج معادلات الحركة لجسيم يتحرك في الف
نوجد أولا متجه موضع الجسيم في الإحداثيات الاسطوانية  وحيث أن متجه موضع الجسيم 

- :الثابتة في الفراغ يعطى بالعلاقة  الكارتيزيةبالنسبة للإحداثيات   
kzjyixr ˆˆˆ        (1) 

متجهات وحدة ثابتة في الفراغ             î ، ĵ ، k̂  حيث 
 وحيث أن العلاقات التي تربط بين  

  -:والاسطوانية هي  الكارتيزية الإحداثيات
zzyx  ,sin,cos        (2) 

   -:نحصل علي ) 1(في ) 2(وبالتعويض من 
kzjir ˆˆsinˆcos       (3)  

ة ات التاليت الوحدة في الإحداثيات الاسطوانية تعين من العلاقوحيث أن متجها  

zr
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ˆ,ˆ,ˆ 



              (4) 

   -:نحصل علي ) 4(في ) 3(وبالتعويض من 
                                     kejiejie z ˆˆ,ˆcosˆsinˆ,ˆsinˆcosˆ       (7)  

الإحداثيات الاسطوانية علي  متجه موضع الجسيم في نحصل علي) 3(في ) 7(وبالتعويض من 
   -:الصورة 
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zezer ˆˆ                                   (8) 
بالنسبة للزمن نحصل علي متجه سرعة الجسيم في الإحداثيات الاسطوانية علي ) 8(وبتفاضل 
   -:الصورة 

zezeerv ˆˆˆ                           (9) 
على  ة للزمن نحصل علي متجه عجلة الجسيم في الإحداثيات الاسطوانيةبالنسب) 9(وبتفاضل 

   الصورة التالية

zezedt
dea ˆˆ)(1ˆ)( 22 

          (10) 

في الإحداثيات الاسطوانية للجسيم وبتطبيق قانون نيوتن الثاني نحصل علي معادلات الحركة 
  -: التالية علي الصورة

            ,)( 2  Fm     ,)( 2  Fdt
dm   zFzm      (11) 

استنتج معادلات الحركة لجسيم يتحرك في الفراغ في الاحداثيات الكروية   ,,r.   
  نوجد اولا متجه موضع الجسيم في الاحداثيات الكروية

  :وحيث ان متجه موضع الجسيم في الاحداثيات الكارتيزية هو

    kzjyixr ˆˆˆ      (1)   

  :وحيث ان العلاقات بين الاحداثيات الكارتيزية والكروية هي 
 cos,sinsin,cossin rzryrx    (2)  

  :نحصل علي) 1(في)2(وبالتعويض من  

)3(     krjrirr ˆcosˆsinsinˆcossin    

  :وحيث ان متجهات الوحدة في الاحداثيات الكروية تعين من العلاقات


x



cosr

sinr
 cossinr

 sinsinr
r

),,( zyxp
),,( r

y

z



3 
 

                  















 r
r

r
r

rr
rr

r eee 











ˆ,ˆ,ˆ    (4)  

  :نحصل علي) 4(في )3(وبالتعويض من

                  


22222 cossinsincossin
ˆcosˆsinsinˆcossinˆ 

 kjier   

  kjier ˆcosˆsinsinˆcossinˆ                  (5)   

           
 22222222 sinsincoscoscos

ˆsinˆsincosˆcoscosˆ rrr
krjrire 

  

                    kjie ˆsinˆsincosˆcoscosˆ          (6)   

                       
 222222 cossinsinsin

ˆcossinˆsinsinˆ rr
jrire 

  

                    jie ˆcosˆsinˆ         (7)   

  :نحصل علي متجه الموضع في الاحداثيات الكروية علي الصورة) 3(في )5(وبالتعويض من 
               rerr ˆ          (8)   

  :ي متجه السرعة في الإحداثيات الكرويةبالنسبة للزمن نحصل عل)8(وبتفاضل 

                 dt
edrerrv rr
ˆˆ  




              (9)   

  :نحصل على بالنسبة للزمنrêوبتفاضل 
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)ˆcosˆsin(sin)ˆsinˆsincosˆcos(cosˆ jikjidt
ed r        (10) 

  نحصل على (10) في (7) ,(6) وبالتعويض من 

      eedt
ed r ˆsinˆˆ              (11)   

  :التالية علي الصورة)9(وبذلك تصبح 

      erererv r ˆsinˆˆ 
      (12)   

، سيةأهي مركبة السرعة الرr،هي مركبة السرعة في اتجاه نصف القطر rحيث sinr 
  هي مركبة السرعة الأفقية

بة للزمن نحصل علي متجه عجلة الجسيم في الإحداثيات الكروية علي بالنس)12(وبتفاضل 
  :الصورة

dt
edrerer

erdt
edrererdt

edrerdt
vda rr








ˆsinˆsinˆcos

ˆsinˆˆˆˆˆ











 (13)  

وبتفاضل ee   :نحصل على(13)والتعويض في  (7) ,(6) ,(5)واستخدام  بالنسبة للزمن ˆ,ˆ

     





errr
errrerrra r

ˆcos2sin2sin
ˆcossin2ˆsin 2222







                   (14)  

ن الثاني نحصل علي معادلات الحركة لجسيم يتحرك في الفراغ في الاحداثيات بتطبيق قانون نيوت
  :الكروية علي الصورة

             rFrrrm  )sin( 222   

             Frrrm  )cossin2( 2 
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 Frrrm  )cos2sin2sin(   
  :حالتان خاصتان

arفانaطرها إذا كان الجسيم يتحرك علي السطح الداخلي لكرة ملساء نصف ق ،0 rr   
  :على الصورة التاليةمعادلات الحركة وبذلك تصبح 

rFma  )sin( 222    

 Fma  )cossin( 2  

 Fadt
d

a
m )sin(sin

22   

اناذا كان الجسيم يتحرك علي السطح الداخلي لمخروط دائري املس ف ،0    حيث
على الصورة التالية معادلات الحركةوبذلك تصبح  خروطهي نصف زاوية رأس الم:  

   :مثال
من aادرس حركة جسيم قذف افقيا على السطح الداخلى لكرة ملساء جوفاء نصف قطرها 

  من اسفل نقطة فى الكرة  ى نقطه على السطح على بعد زاو
  :الحل 

   يهaلكرة جوفاء ملساء نصف قطرها الداخليمعادلات حركة جسيم يتحرك على السطح 
  Rmgam   cos)sin( 222   (1)  

 sin)cossin( 2 gmam   (2)  

     0sinsin
22  adt

d
a
m  (3)   

cosmg  تحتوى على ثلاث مجاهيل (3) ,(2) ,(1) المعادلات
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هم   ,,R  المعادلة التاليةنحصل على ) 3(بتكامل  
 )4          ( 122 sin ca      

ثابت يعين من الشروط الابتدائية للحركة وهى عند1cحيث  كانت va  sin  
sin1ومنها نحصل على  avc  على الصورة) 4(وبذلك تصبح  


 2sin

sin
a
v         (5)  

  نحصل على) 2(فى ) 5(بالتعويض من 


 sinsin

sincossin 42
220

a
g

a
  (6)  

  يمكن كتابتها على الصورة ) 6(المعادلة 

 da
gdad sinsinsinsin 3

2
220     (7)  

  نحصل على ) 7(بتكامل 

222
2202 cossin2

sin
2
1 ca

g
a  

   (8)  

ثابت يعين من الشروط الابتدائية للحركة وهى عند 2cحيث  ومنها نحصل 0كانت 

 على  cos2 2
202 a

g
ac     

  على الصورة) 8(وبذلك تصبح 

   
 22

22
202 coscossincoscos2  aa

g   (9)  

  نحصل على  (1)فى  (9) ,(5) من بالتعويض
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  a
mmgR

20cos2cos3    

  الحركة داخل سطح الكرة تكون دائما بين مستويين أفقيين
  على الصورة) 9(وبذلك تصبح  0نهايات الحركة نضع  لإيجاد

   



  

 coscossin
2coscos0 22

20
aa

g   (10)  

فنحصل على  cosبالنسبة إلى  (10)وبحل المعادلة coscos   وهذا يناظر الموضع
  الإبتدائي للقذف أو 

  0coscossin
2

22
20  


aa

g    (11)  

  يمكن كتابتها على الصورة  (11)المعادلة 

01cos2cos2cos
20202   agag    (12)  

  يمكن كتابتها على الصورة  (12)والمعادلة 
01coscoscos 222   nn    (13)  

agحيث 
vn 2

22   بالنسبة إلى (13)وبحل المعادلةcos نحصل على  

(14)  4cos42
1cos 242   nnn  

  تصبح على الصورة التالية  (14)فإذا تم اختيار الإشارة السالبة فإن 

(15)    
1

442
14cos42

1cos 242242


 nnnnnn   

  خر للجسيم يكون عند وهذا الجواب مرفوض وبالتالي فإن الموضع الآ
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(16)  4cos42
1cos 2422   nnn  

  أو ينخفض أسفل مستوى القذفالجسيم يرتفع  لإيجاد الشرط اللازم لكي
اذا كانت الجسيم يرتفع أو ينخفض أسفل مستوى القذف 2  فإن الجسيم يرتفع أعلى مستوى

القذف أو إذا كانت   2 ن الجسيم ينخفض أسفل مستوى القذف وهذا يناظر أنه إذا كانت  فإ
 coscos 2 أو إذا كانت  فإن الجسيم يرتفع أعلى مستوى القذف coscos 2   فإن

  أي أنه إذا كان  الجسيم ينخفض أسفل مستوى القذف

   cos4cos42
1 242  nnn   (17)  

  ا على الصورة يمكن كتابته (17)المعادلة 
 224 cos24cos4 nnn    (18)  

  نحصل على  (18)وبتربيع طرفي 
 cos2cos1 22 n   (19)  
  يمكن كتابتها على الصورة  (19)والمعادلة 

 cossin 22
ag
v   (20)  

  نحصل على  (20)ومن المعادلة 
  (21)  tansin2 agv   

  وإذا كان . ط أن يرتفع الجسيم فوق مستوى القذفتمثل شر (21)والمعادلة 
 tansin2 agv     (22)  

  .تمثل شرط أن ينخفض الجسيم أسفل مستوى القذف (22)فإن المعادلة 
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  :مثال

 o نصف كروي مركزه لإناءعلي السطح الداخلي الاملس pقذف جسيم افقيا من نقطة  
pozكانت وإذا لأسفلرأسي  oz ومحوره برهن ان السرعة الابتدائية التي تكاد تكفي   ˆ

sec2كي يصل الجسيم الي حافة الاناء تساوي  ga.  
  :الحل

 ونصف قطره  معادلات الحركة لجسيم يتحرك على السطح الداخلي الأملس لإناء نصف كروي
a  هي:  

    Rmgam   cos)sin( 222     (1)  
 sin)cossin( 2 gmam       (2)  

         0sinsin
22  adt

d
a
m            (3)   

  لمجاهيل وحيث أن عدد المعادلات يساوى عدد ا
 نحصل على ) 3(فإنه يوجد حل وحيد وبتكامل R,,هم 

ca 122 sin        (4)  
ثابت يعين من الشروط الإبتدائية للحركة و هى عند c1حيث   0كانتsin  a 

caومنها نحصل على  10sin  على الصورة )4(وبذلك تصبح  

   
 2

0
sin
sin

a      (5)  

  نحصل على )2(فى )5(وبالتعويض من 


 sinsin

sincossin 42
220

a
g

a
     (6)  

cosmg
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  يمكن كتابتها على الصورة )6(المعادلة 

 da
gdad sinsinsinsin 3

2
220       (7)  

  نحصل على) 7(و بتكامل 

ca
g

a 222
222 cossin2

sin
2
1   

      (8)  

ثابت يعين من الشروط الإبتدائية للحركة و هى عند c2و حيث  0كانت  

ومنها نحصل على  cos2 2
2

2 a
g

ac    على الصورة التالية (8)وبذلك تصبح  


 22

22
2
2

sin
sincos2cos2

aa
g

a
g

a
   (9)  

2,0م إلى حافة الإناء فإن و عندما يصل الجسي   على الصورة )9(و بذلك تصبح  

2
22

2
2 sincos20 aa

g
a

        (10)  

  نحصل على بالنسبة إلى (10)وبحل المعادلة 
 sec2 ga  

  :مثال
من نقطة على الدائرة الأفقية الكبرى لكرة نصف قطرها Vبسرعة أفقية mقذف جـسيم كتلته

a أثبت أن أكبر عمق رأسي للجـسيم أسفل . وتحرك الجـسيم على السطح الداخلي الأملس للكرة
حيث dمركز الكرة يساوي  222 2 dagdV   على الكرة عند أية نقطة ثم أثبت أن الضغط

P يساوي 
a
Vvm

2
3 22  حيثv السرعة عندP.  



11 
 

  الحل
  :هيaمعادلات الحركة لجسيم يتحرك على السطح الداخلي الأملس لكرة نصف قطره 

                           Rmgma   cos)sin( 222        (1) 
                             sin)cossin( 2 mgma          (2) 

                                        0)sin(sin
22  adt

d
a
m           (3) 

  وحيث أن عدد المعادلات يساوى عدد المجاهيل 
(وهم  ,,R (يوجد حل وحيد للمعادلات  فانه  

  : نحصل على  (3)وبتكامل  (3) ,(2) ,(1)
                  122 sin ca          (4)   

2ثابت يعين من الشروط الإبتدائية للحركة و هى عند  1cحيث 
  كانتVa  2sin  

1cVaعلى وبذلك نحصل      على الصورة )4(وتصبح  

             2sina
V        (5)   

  نحصل على )2(فى )5(وبالتعويض من 

 sinsincossin 42
2

a
g

a
V   (6)  

  يمكن كتابتها على الصورة )6(المعادلة 

 da
gda

Vd sinsinsin 3
2
2    (7)  

  نحصل على) 7(و بتكامل 

222
22 cossin22

1 ca
g

a
V    (8)  

cosmg
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mg  
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x
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2ثابت يعين من الشروط الإبتدائية للحركة و هى عند 2cو حيث
  0كانت    أي أن

2
2

2 2a
Vc  على الصورة (8)وبذلك تصبح  

 22
2

2
22

sincos2
a

V
a
g

a
V    (9) 

aأسفل مركز الكرة فإن  dبر عمق رأسي و عندما يصل الجسيم إلى أك
d  cos,0 

  على الصورة )9(وبذلك تصبح 

 
2
22

2
22

2

1
20

a
da

V
a
dg

a
V و منها نحصل على أن 222 2 dagdV   

عند أية aوحيث أن مربع سرعة جسيم يتحرك على السطح الداخلي الأملس لكرة نصف قطرها
  يعين من العلاقة  Pنقطة

                           222222 sin   aav                (10) 
  نحصل على  (10)في  (9) ,(5)وبالتعويض من 

                           gaVv 2
22cos                (11) 

  نحصل على  (1)في  (10)وباستخدام 

                           cos2 mga
vmR                (12) 

  نحصل على  (12)في  (11)وبالتعويض من 
  2232 Vva

mR               (13) 
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  :مثال
oقطة ثابتةمن أحد طرفي خيط خفيف غير مرن طرفه الآخر مربوط في ن mعلق جسيم كتلته 
إذا ظل الخيط . عندما كان الخيط مائلا على الرأسي بزاوية حادة قذف الجسيم في أي اتجاه. 

مع الرأسي إلى أسفل مشدودا أثناء الحركة أوجد مقدار الشد في الخيط عندما يصنع زاوية
321311وكذلك أوجد شرط إرتخاء الخيط إذا كان cos,cos  هما أكبر وأقل قيمة للزاوية.  

  الحل
  طرفي خيط خفيف  معادلات الحركة لجسيم معلق من أحد
  وحركته محصورة  aغير مرن طرفه الآخر مثبت وطوله 

  :بين مستويين أفقيين هي
                           Tmgma   cos)sin( 222        (1) 
                             sin)cossin( 2 mgma          (2) 

                                        0)sin(sin
22  adt

d
a
m           (3) 

  نحصل على  (3)وبتكامل 
                         122 sin ca   (4) 

  ثابت يعين من الشروط الإبتدائية للحركة 1cحيث 
و هى عند    كانتVa  sin  
وبذلك نحصل على    Vac sin1  على الصورة )4(وتصبح  


 2sin

sin
a
V         (5) 

  نحصل على )2(فى )5(وبالتعويض من 

cosmg
  

T 

mg  
 

  

z 

x
 

y
 

sinmg
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 sinsin

sincossin 42
22

a
g

a
V   (6) 

  يمكن كتابتها على الصورة )6(المعادلة 

 da
gda

Vd sinsinsinsin 3
2

22   (7) 

  نحصل على) 7(و بتكامل 

222
22 cossin22

1 ca
g

a
V   (8) 

ثابت يعين من الشروط الإبتدائية للحركة و هى عند 2cو حيث  0كانت    أي أن

cos2 2
2

2 a
g

a
Vc   على الصورة (8)وبذلك تصبح  


 22

22
2
22

sin
sincos2cos2

a
V

a
g

a
g

a
V               (9) 

3و حيث أنه عند 
2cos,3

1cos 21   0كانت على الصورة )9(وبذلك تصبح  

            28
2sin29

3
2cos2

2
2

0 a
V

a
g

a
g

a
V      (10) 

            25
2sin29

3
4cos2

2
2

0 a
V

a
g

a
g

a
V      (11) 

 نحصل على  (11) ,(10)ومن المعادلتين 

,9
4cos2

2
2

,81
80

2
2sin2

a
g

a
g

a
V

a
g

a
V   

 على الصورة   (9)وبذلك تصبح 
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                            2
2

sin81
80cos2

9
4

a
g

a
g

a
g   (12) 

  مع الرأسي لأسفل على الصورة  وبذلك نحصل على مقدار الشد في الخيط عندما يصنع زاوية
                           cos39

4 mgT gm      (13) 

72أي عندما 0Tويرتخي الخيط عندما 
4cos    

  مثال
ت على السطح الداخلي الأملس لمخروط دائري قائم مثبPمن نقطة Vقذف جسيم بسرعة أفقية

بدلالة Pأوجد ضغط الجسيم عند أي موضع. إلى أعلى oبحيث يكون محوره رأسيا ورأسه
  .ثم أوجد الموضع الذي يترك عنده الجسيم سطح المخروط oأسفلPعمق
  الحل

على السطح الداخلي الأملس لمخروط أجوف في الإحداثيات  معادلات الحركة لجسيم يتحرك
  :الإسطوانية هي

                            cos)( 2 Rm         (1) 

                            0)( 2  td
dm        (2) 

                                        sinRgmzm            (3) 
  ومن هندسة الشكل نجد أن 

                      tanz     (4)   
  ) Rz,,,(وحيث أن عدد المعادلات يساوى عدد المجاهيل وهم 

  : نحصل على  (2)وبتكامل  (4),(3) ,(2) ,(1)فانه يوجد حل وحيد للمعادلات 
                            12 c         (5) 

p  

z 

x 
 

R 

cosR 

gm
 

sinR 

y 

o 
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ثابت يعين من الشروط الإبتدائية للحركة و هى عند  1cحيث   كانتV   وبذلك
tan1نحصل على   zc  على الصورة )5(وتصبح  

  tan2z
Vz                   (6)  

  مرتين بالنسبة للزمن نحصل على  (4) وبتفاضل المعادلة 
                         (7)  tanz   

  نحصل على  (1)في  (7) ,(6)وبالتعويض من 

                            cos)tantan( 3
22 Rz

zVzm         (8) 

  نحصل على  (8)في  (3)وبالتعويض من 


 sinsin

cos
3

222 gmz
zmVR         (9) 

نحصل على  (9)ومن  0Rالجسيم يترك السطح عندما 
3/1

2
22

tan 



 

g
zVz  

  4 مثال
ا  الأملس الداخلييتحرك جسيم على السطح  ف قطره ة نص ا  aلكره مثبت ذف  إذا oومركزه ق

فل الراسيقطه بعدها الجسيم من ن اوى  o أس رعة يس ة بس دارها  أفقي رهن gh2مق  أنب
تواهما  أفقيتينالجسيم يتحرك بين دائرتين  ا مس فلعمق اويان ي o أس ث  Z,21س 21حي ,Z 

:التالية يحققان المعادلة   221222121 aZZZhZZ  .  
  الحـل

  معادلات الحركة لجسيم يتحرك على السطح الداخلي الأملس لكرة 
  :هيaنصف قطره 



17 
 

                           Rmgma   cos)sin( 222    (1) 
                             sin)cossin( 2 mgma       (2) 

                                        0)sin(sin
22  adt

d
a
m      (3) 

  عدد المعادلات يساوى عدد المجاهيل أنحيث 
(وهم   ,,R (فانه يوجد حل وحيد للمعادلات  
  : نحصل على  (3) وبتكامل (3) ,(2) ,(1) 

          1
22 sin ca             (4) 

   وهى للحركة الابتدائيةثابت يعين من الشروط  1c حيث
عند    كانت va  sin                                                                             

sin1ومنها نحصل على أن   vac  أنعلى  (4) نحصل منوبذلك  

             
 2sin

sin
a
v           (5)  

  : نحصل على  (2) في (5) وبالتعويض من

           
 sinsin

cossinsin
42

22
a
g

a
v         (6)    

  : الصورةيمكن كتابتها على  (6) والمعادلة

                  dda
vd a

g sinsinsinsin 3
2

22
      (7)  

  :نحصل على  (7) بتكاملو

)8     (222
22221 cossin2

sin ca
g

a
v   

    

cosmg
  

R 

mg  


  

z 

x
 

y
 

sinmg
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ة الابتدائيةثابت يعين من الشروط  2cحيث د  للحرك ى عن وه  ت 0كان ل   ا نحص ومنه

cos2 على أن  2
2

2 a
g

a
vc    على الصورة  )8(وبذلك تصبح  

)9 (   
 

22
22

2
22

sin
sincos2cos2

a
v

a
g

a
g

a
v         

1عند  0فان 0تكون  الحركةحيث انه عند نهايات    
 0  2عند   

aحيث        
11cos      &a

22cos     

122
22

12
2

sin
sincos2cos20 

 
a
v

a
g

a
g

a
v   

)(
)(22220 2122

22
2

1
22 

 aa
agh

a
g

a
g

a
gh   

)(
)(0 2

1
2

22
1 

 a
ahh   

)(بضرب المعادله فى  2
1

2 a  
)()()()(0 222

1
2

1
2
1

22
1

2   ahaaah  
223

11
22

1
22

1
20   hhaaahha )    (10) 

  22
1

22
1

3
1 )(0 ahah  

  : وبالمثل يكون 
)11           (  22

2
22

2
3
2 )(0 ahah       

   نحصل على)  11) ,(10( وبمساواة

2
1

2
1 a 1a 

1 
1  
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0)())()(())(( 12
2

1212
2
121

2
212  ah    

212212122 ))(()( ah            #  
  :مثال

oمن أحد طرفي خيط خفيف غير مرن طرفه الآخر مربوط في نقطة ثابتة mعلق جسيم كتلته 
إذا ظل الخيط . زاوية حادة قذف الجسيم في أي اتجاهعندما كان الخيط مائلا على الرأسي ب. 

مع الرأسي إلى  مشدودا أثناء الحركة برهن أن مقدار الشد في الخيط عندما يصنع زاوية

أسفل يساوي  



 

 coscos
1coscoscoscos2cos3 22mg  حيث هما ,

  .أكبر وأقل قيمة للزاوية
  الحل

  معادلات الحركة لجسيم معلق من أحد طرفي
  مثبت  خيط خفيف غير مرن طرفه الآخر 

  :وحركته محصورة بين مستويين أفقيين هي aوطوله 
                           Tmgma   cos)sin( 222   (1) 
                             sin)cossin( 2 mgma      (2) 

                                        0)sin(sin
22  adt

d
a
m    (3) 

  نحصل على  (3)وبتكامل 
                         122 sin ca      (4) 

  ثابت يعين من الشروط الإبتدائية للحركة و هى 1cحيث 
عند   كانت Va  sin وبذلك نحصل على  

cosmg
  

T 

mg  
 

  

z 

x
 

y
 

sinmg
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sin1 aVc  على الصورة )4(وتصبح  


 2sin

sin
a
V                    (5) 

  نحصل على )2(فى )5(وبالتعويض من 


 sinsin

sincossin 42
22

a
g

a
V   (6) 

  يمكن كتابتها على الصورة )6(المعادلة 

 da
gda

Vd sinsinsinsin 3
2

22   (7) 

  نحصل على) 7(تكامل و ب

222
222 cossin2

sin
2
1 ca

g
a

V   
 (8) 

ثابت يعين من الشروط الإبتدائية للحركة و هى عند 2cو حيث  0كانت    أي أن

cos2 2
2

2 a
g

a
Vc   على الصورة (8)وبذلك تصبح  

    coscos2sinsinsin
22

22
22  

a
g

a
V             (9) 

عندما 0فإن 0نهايات الحركة تكون  و حيث أنه عند  على)9(نحصل من وبذلك  




coscos
sin22 2
  gaV  

  على الصورة   (9)وبذلك تصبح 

(10)           




 

 coscossin
coscossin1coscos2

2
22

a
g              
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  نحصل على  (1)في  (10) ,(5) وبالتعويض من

    



 

 coscos
1coscoscoscos2cos3 22mgT                

  مثال 
إذا كانت الحركة . aيتحرك جسيم على السطح الداخلي لكرة جوفاء ملساء نصف قطرها

4تنحصر بين المستويين 
a 2فوق مستوى المركز،  

a أثبت أن رد فعل . أسفل مستوى المركز

وأن سرعة الجسيم عند  gm8السطح على الجسيم عند أسفل نقطة في المسار تساوي 

ag2مستوى المركز تساوي    
13.  

  الحل
  معادلات الحركة لجسيم يتحرك على السطح الداخلي الأملس لكرة 

  :هيaنصف قطره 
                           Rmgma   cos)sin( 222        (1) 
                             sin)cossin( 2 mgma          (2) 

                                        0)sin(sin
22  adt

d
a
m           (3) 

  وحيث أن عدد المعادلات يساوى عدد المجاهيل 
(وهم  ,,R ( (3) ,(2) ,(1)فانه يوجد حل وحيد للمعادلات   

  : نحصل على  (3)وبتكامل 
                      122 sin ca      (4)   

1ثابت يعين من الشروط الإبتدائية للحركة و هى عند  1cحيث   كانتVa  1sin  

cosmg
  

R 

mg  


  

z 

x
 

y
 

sinmg
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11sinوبذلك نحصل على    caV    على الصورة )4(وتصبح  

              
 2

1
sin
sin

a
V      (5)   

  نحصل على )2(فى )5(وبالتعويض من 


 sinsin

sincossin 42
122

a
g

a
V    (6)  

  يمكن كتابتها على الصورة )6(المعادلة 

 da
gda

Vd sinsinsinsin 3
2

122    (7)  

  المعادلة التالية نحصل على) 7(و بتكامل 

222
1222

2
1 cossin2

sin ca
g

a
V   

  (8)  

1ثابت يعين من الشروط الإبتدائية للحركة و هى عند 2cو حيث  0كانت    أي أن

12
2

2 cos2 a
g

a
Vc   تاليةال على الصورة (8)وبذلك تصبح  

 12
12

2
22 coscos2

sin
sin1 

 



  

a
g

a
V   (9) 

2وحيث أنه عند  4حيث
14/2cos  

a
a 0كانت على أن (9)وبذلك نحصل من 

2
152 agV  على الصورتين التاليتين   (9) ,(5)وبذلك تصبح المعادلتان  

  
 2

12
15

sin
sin

a
ga

                  (10)   
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 12
12

2
2 coscos2

sin
sin12

15 
 



  a

g
a
ag   (11) 

  نحصل على  (1)في  (11) ,(10)وبالتعويض من 
                             2/15coscos2cos 1 mgmgmgR         (12) 

1وحيث أنه عند أسفل نقطة في المسار تكون   2ويكون
12/1cos  a

a فإن رد فعل
  سطح على الجسيم عند أسفل نقطة في المسار هو ال

                           mgR 8       (13) 
عند أية aوحيث أن مربع سرعة جسيم يتحرك على السطح الداخلي الأملس لكرة نصف قطرها

  يعين من العلاقة  Pنقطة
                           222222 sin   aav                (14) 

عند مستوى aفإن مربع سرعة جسيم يتحرك على السطح الداخلي الأملس لكرة نصف قطرها
2المركز أي عند 

  يكون  

                           2/132/13
22

2 agvagv                   (15) 

 


