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                                                                                 في هذا الباب ندرس الإستاتيكا الفراغية  سمةم متساسة  في ة ةة  د، ةا ن دس نةدرس تالة  ات انة    
               مط صورة ممكن .                                                               فنت رف على تركيبات القوى التي سببت الأت انن وكيفي  اخت الها إلى د،

     ضةاف                                                                             فموف نرى كيف يمكن اخت ال فئ  من القوى الفراغي  المتفرق  إلى قوة واتدة محصةل ن للإ
       تحةت ثةة                                                                         إلى از واجن دو اخت الها إلى قوة واتدة فقطن ثم ، د ذل  نةدرس رةروا اتة ان اسمةم 

  (Moments)      ةة و                                                                    فئة  مةةن القةةوى المةةيةرة عليةة ن لكننةةا نمةةب  هةةذة الدراسةة  ،دراسةة  مةةا  مةةسى لل
              ر فةةةةات الةةةةتي سةةةةوف                                        ن لكةةةةن ،دا ةةةة   عنةةةةا نقةةةةد  ، ةةةة  المفةةةةاهيم والت (Couples)           والاز واجةةةةات 

             ع هذا الباب.                     ها في ت املنا مع موضو       نمتخدم
 

 Force القوة ــ      2.1 ـ فتعري

                      ا                                                      الأف ةةال المتبا لةة  ،ةة  جمةةما مةةا س ياسمةةم المةةا س هةةو جمةةم  تكةةون مةةن كسيةة  م ينةة  مةةن المةةا ة 
  ن (Tension)           ب                                        لا مةةةةاوس صةةةةفرابين م ةةةة  و،ةةةة  الأجمةةةةا  الما  ةةةة  الأخةةةةرى م ةةةة  الأ ةةةةال        وتجسةةةة 

                       هةةةل الةةةتي س ةةة  اسمةةةم في تالةةة    (Reaction)               فر دو ر  الف ةةة      لتنةةةا ا    ن و (Attraction)         والتجةةةاذب 
   . (Rest)                      ن دو س ل  في تال  سكون (Motion)     ترك  

                 س لهةةةةا مقةةةةدار ي قةةةةاس                            . إذن القةةةةوة هةةةةل كسيةةةة  متجهةةةة  د(Forces)                    هةةةةذة الأف ةةةةال تمةةةةسى قةةةةوى 
      تجهةةات                                                                         للكيلةةوغرا  دو الباونةةدين ولهةةا اسةةاة رةة ما رةة ن دس متجةة  تخةةرن ،يةةد دمةةا  تلةةف عةةن الم

                           ب                                                   الأخةرى في دنةة   وجةةد للقةوة د طةةاب نقهةة  ثةة . هكةةذا رةةد دن تالة  اكركةة  دو تالةة  المةةكون لأس 
                                               توقف على طبي   القوى الميةرة علي  وطر ق  ثة ها.     جمم ت

                                                                 المةيةرة علةى جمةم مةا س يمكةن دن تت قةى في نقهة ن وفي هةذة اكالة  تمةسى القةوى             هذان والقوى 
  ن (Parallel Forces)                               ن كسةةا يمكةةن دن تكةةون قةةوى متواز ةة (Cencurrent Forces)        المت قيةة  

                                                                   ويمكن دن تكون على خط عس  واتدن ويمكن دن تيةر على اسمم في اسهات مختلف .
                                             لت ر فهةةةان ففةةل النلةةةا  ال ةةةالمل تقةةاس ،وتةةةدات تمةةةسى                                  ب وتقةةاس القةةةوة ،وتةةدات خاصةةة   ةةةا طبقةةاب 

                            تي إذا دةةرت علةى كتلة  مقةدارها             دمةا القةوة الة     َّ      وت َّرف على  N                                  للنيوتن و رم  لوتدة النيوتن للرم  
1 kg   2                     دكمةةةبتها عجلةةة  مقةةةدارها

1 m secات                                       . كسةةةا تقةةةاس القةةةوة في النلةةةا  الإرليةةة س ،وتةةةد   
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                                                                                      تمسى الباوندالن وت رف وتدة الباوندال على دما القوة التي إذا دةرت على كتل  مقةدارها واتةد 
)      لونةةد )1 lb.   2                     دكمةةبتها عجلةة  مقةةدارها

1 ft sec  لاتةةأ دن الباونةةد الواتةةد  مةةاوس تةةوا .                                   
     كجم.  0.454

 
 Equilibriumالأتزان ـ      2.2 ــ تعريف

                         فإن   قال في هذة اكالة  إن               ب ح اسمم ساكناب     صب                                        إذا دةرت على جمم ما س قوتان دو دك ر بحيث
                                 هذة القوى مت ن  دو في تال  ات ان.

 
 Body and Particle  ـ الجسم  والجسيم    2.3 تعريف

    فهةةو (Particle)                                                هةةو جةة   مةةن المةةا ة محةةدو  مةةن  يةةع الاساهةةاتن دمةةا اسمةةيم   (Body)      اسمةةم
                                                                         ب         جمم ما س لاتيخذ في الاعتبار د، ا ة الهندسي ن ويمكن اعتبارة كتل  ما  ة  صةة ة جةداب مركة ة في 

                            ب               نقه  واتدة ولذل   مسى دتياناب للنقه  الما   .
 

 Rigid Body ـ لجسم المتماسكا  2.4 ــ تعريف

                                                       عليةة  قةةوى خارجيةة  فإمةةا لاتحةةدن دس تركةة  نمةةبي  ،ةة  دج ا ةة  وتلةة        دةةةرت   ا ذ إ    ذس          هةةو اسمةةم الةة
  م                                                 ب                            المماف  ،  دس نقهت  ما  ت  من نقط اسمم ثا،ت   ا ساب. بم نى دن اسمم المتساس  هو اسمة

                                                           الذس  فترض دن د، ا ة الهندسي  تل  ثا،ت  تحت ثة  دس قوى خارجي .
 
                                                                                  هذان والقوى الخارجي  هل ثة  الأجما  الما    الأخرى على النقط الما    المختلف  سمم م لةو  

                                      دو نقط  الارتكةازن ،ينسةا القةوى الداخلية                                               م   ر و  الأف ال عند نقط الت مس دو نقط الاتصال 
  .   م  نف                                                          هل القوى المتبا ل  ،  النقط الما    المختلف  للجمم الم لو 
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 إلى بعض المفاهيم  الإستاتيكية   انتبه!

 

                                                                        من ت ر ف اسميم واسمم المتساس  ن تأ دنة  إذا دةةرت وسوعة  مةن القةوى علةى اسمةيم   (1)
                                                          لي  فقط في اساة محصل  وسوع  القوىن ،ينسا إذا دةرت نفةس وسوعة                          فيسكن دن تحرك  ترك  انتقا

                                           تركةة  انتقاليةة  كسةةا يمكةةن دن تمةةب  لةة   تركةة    ركةة تح                                القةةوى علةةى اسمةةم المتساسةة  فةةيسكن دن 
          وراني .

                                                                  ا      ا دةرت وسوع  من القوى على جمم متساس  وكان اسمم في تال  المكون عند ذا  قةال   إذ  (2)
                      إن وسوع  القوى مت ن .

                                               القةةوى تةةيةر علةةى جمةةم متساسةة  تةةر ،قةةوة واتةةدة  ون دن                            إذا دمكةةن اسةةتبدال وسوعةة  مةةن  (3)
                                                      إن القةةةوة الوتيةةةدة هةةةذة هةةةل محصةةةل  وسوعةةة  القةةةوى. دس دن ا صةةةل    ل   قةةةا                 تتةةةة  تالةةة  سةةةكون   

(Resultant)  .هل قوة وتيدة ثة ها  كافى  ثة  وسوع  من القوى                                             
 

 عزم قوة حول نقطة       2.1

F          ع   القوة         رف
→

    هة   تج                                         بأن  المتج  النةات  عةن تاصة  الطةرب الاسةاهل للس  Q           تول النقه    

,r F
→ →

r      ن تيةةث 
→

)     نقهةة                   هةةو متجةة  موضةةع د ةة     ), ,P x y z  علةةى خةةط عسةة  القةةوة                 F
→

         ن و رمةة 

QM ب         ةب ة للرم                      لمتج  ال    هذا ة عا 
→

        ن دس دن
(2.1) 

QM r F
→ → →

=  
 .(2.1)انلر رك  
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 شكل

2.1 

Q

r

P

F

h



M
Q

FQ عزم القوة    حول النقطة 
 

QM                                             ومن ت ر ف تاص  الطرب الاساهل رد دن متج  ال    
→

                         هو متج  عسو س علةى الممةتوى   

,            يحوى المتجه        الذس   r F
→ →

r    من                            ن وفي اساة  وران ،ريم  يميني 
→

F   إلى   
→

                    . و كون مقةدار ال ة   
   هو

(2.2) ( )  in  QM F r s F h= = 

F           متجةة  القةةوة                               هةةل ال او ةة  ا صةةورة ،ةة  خهةةل عسةة       تيةةث 
→

r     لمتجةة    وا  
→

        فهةةو طةةول   h  ا   دمةة   ن

F           على خط عس    Q                        ال سو  الماقط من النقه  
→

.  
     انتبه!

F                      يمكن فهم م نى ع   القوة 
→

                       ن الةذس تمةبب  هةذة القةوة                     على دنة  مقيةاس للةدورا  Q         ل النقه     تو   
 ب         اب إذا كان                      رب الماع ن و  تبر سالب    ة عق   اسا            ب                ال    موجباب إذا كان في عكس      و  تبر   .Q           تول النقه  

                     مع اساة عقرب الماع .
 

 عزم قوة حول نقطة الأصل       2.2
 

)    لأص           هل نقه  ا  Q                                       في الإتداةيات الكارتي    إذا كانت النقه   )0,0,0O ن في هذة اكالة  فةإن                  

r
→

           يأخذ الصورة  
(2.3) ˆ ˆ ˆi j kr x y z

→

= + + 
 وإذا فرضنا دن 
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(2.4) ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,   ;O x y z x y zM M i M j M k F F i F j F k
→ →

= + + = + + 

F              فإن ع   القوة 
→

OM                 و رم  ل  للرم  O              تول نقه  الأص    
→

                ن  صبح في الصورة
(2.5) 

OM r F
→ → →

=  
              فإما تتحول إلى  (2.5)    رقم         ا ل     في الم  (2.4) ,(2.3)           للت و   من 

 
 
 
 

(2.6) 

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ
x y z

x y z

i j k

M i M j M k x y z

F F F

+ + = 

r            ركبات المتج                                                         و، د ف  ا د  نحص  على مركبات ال    ،دلال  مركبات القوة وم
→

         في الصورة  

 
 
 
 
 

(2.7) 

x z y

y x z

z y x

M yF zF

M zF xF

M xF yF

= −

= −

= −

 

 

 نقطةة أيوة حول عزم ق       2.3

)                                                  د ةة  نقهةة  بحيةةث  كةةون متجةة  الموضةةع لهةةا للنمةةب  لنقهةة  الأصةة    G         لنفةةرض دن  )0,0,0O   هةةو   

a      المتج  
→

  .(2.2)           ن انلر رك  
 

 شكل

2.2 
r

a

x

O

z

y

P
F

r1

FGعزم قوة      حول نقطة 

G

 
 

F   وة            فإن ع   الق
→

GM             رم  ل  للرم      ذس ن   وال  G    قه         تول الن  
→

                       يأخذ في هذة اكال  الصورة  
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(2.8) 1GM r F r a F r F a F
→ → → → → → → → → →     

=  = −  =  −           
     

 

 دو
 
 
 

(2.9) 
G OM M a F

→ → → → 
= −   

 
 

 

 عزم قوة حول محور       2.4

F           ع   القوة                    ودن المهلوب هو ت ي    نL     ا ور           لن تبر الآن 
→

             دس دن المهلةوب    نL             تول هذا ا ور   

F                  هو إيجا  ع   القوة 
→

  .(2.3)    رك                  تول نقه . انلر              تول محور و ليس   
 شكل

2.3 

 

r

x

0

z

y

F

L

M

B

P

B

Fعزم قوة     حول محورL
 

 

F                           هذان وللحصول على ع   القةوة 
→

LM     لرمة          رمة  لة  ل       والةذس     نL     ةور    ل ا   تةو   
           ب   ن ن ة  ة دولاب ة →

F          ع   القوة 
→

BM            ال ة   للرمة              ولنرمة  لهةذا     نL             ق ة  علةى ا ةور   وا  B                      تول د   نقهة  اختيار ة    
→

  
   ج             فنجد دن  المت

(2.10) 
BM r F

→ → →

=  
r    تيةةث 

→

BP         هةةو المتجةة    
→

LM ُ                       .ُ   ةةرف مقةةدار متجةة  ال ةة   
→

BM               ممةةقط المتجةة        علةةى دنةة  
→

  في   

LM     المتج                         الأمر الذس   ني دن مقدار   نL          اساة ا ور 
→

   هو  
 
 

(2.11) ˆ ˆ
L BM L M L r F

→→ → → 
=  =    

 
 



 Force Screw , wrench Moments and Reduction of Forces ,ــ  العزوم  واختزال القوى الفراغية  ▪ 2الباب 

 Prof. Dr. E. S. Shoukrallaكرالله ـــ إميل ش  /أ.د.

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

69 

                 تما  الاساة للسحور      جيوب    هل   l, m, n          وإذا كانت   L                   الوتدة في اساة ا ور          هو متج   L̂    تيث 
Lفإن متج  الوتدة    . ن                L̂   ة                 يمكن دن يأخذ الصور  

 

(2.12) 
ˆ ˆˆ ˆ i  j  kL l m n= + + 

 كان  وإذا
 
 

(2.13) ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆi j k,  i j kx y z x y zr r r r F F F F
→ →

= + + = + + 
 تتحول إلى (2.11)     ا     عند ذ  فإن 

ˆ ˆ
L BM M L r F L

→ → → → 
=  =    

 
 

 
 
 
 
 

(2.14) ˆ
x y z

x y z

l m n

L r F r r r

F F F

→ → 
=   =  

 

 

F                  دن متج  ع   القوة           وهكذا رد
→

         هو المتج   L   ور       تول ا   
 
 

(2.15) ˆ
L LM M L

→→

= 
 

ˆي L ا وردن  إذا كان خط عس  القوة  وازس  (2.15)ن تأ من الم ا ل  رقم   ملاحظة  / /L F
→

ين دو  تقاطع 

0rم   ي
→

0LMينن فإن =
→

 هذة اكال  فإن ال     ت رى.ن وفي= 
 

 زوممة للعة العاظريالن  2.5 ــ نظرية

                                                                           المجسةةوع اسةةبرس لمتجهةةات عةة و  فئةة  مةةن القةةوى  الممةةتو   المت قيةة  في نقهةة  تةةول د ةة  نقهةة  في 
                                               محصل  هذة المجسوع  من القوى تول نفس النقه .                    ممتو ها  ماوس متج  ع

 
     نتيجة
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                  نقهة  تةول د ة  نقهة        ي  في                   القوى الممتو   المت ق    من                            المجسوع اسبرس لمتجهات ع و  فئ 
                       ب عس  ا صل   ماوس صفراب.           من نقط خط

  Moment of a Coupleــ  عزم الازدواج  2.5
 

 تكون من قوت  متماو ت  في المقدار متطا ت  في الاساة ولهسا خها عس   (Couple)الاز واج 
اساة  وران كان   فإذا   ل  ترك   وراني  بحت . مبمختلفان. إذا دةر الاز واج على جمم فإن  

في عكس اساة عقرب الماع  كانت إرارة الاز واج موجب  وإذا كان اساة  وران            ب القوت  م ا  
           ب                                             القوت  م ا  في اساة عقرب الماع  كانت إرارة الاز واج سالب .

,                                        وللحصةةةةول علةةةةى عةةةة   الاز واج المكةةةةون مةةةةن القةةةةوت    F F
→ →

                   . نفةةةةرض دن النقهتةةةة −

1 2,  P P    همةا نقهتةةان علةةى خهةةل عسةة  القةةوت                             ,  F F
→ →

1              ن كسةا نفةةرض دن − 2,  r r
→    همةةا  →

r      ب     . د طةةاب فةةإن O                                  متجهةةا الموضةةع لهسةةا للنمةةب  لنقهةة  الأصةة  
                     هةةو المتجةة  الواصةة  ،ةة  →

1       النقهت  2,  P P  1        ن دس دن 2r r r
→ → →

=   .(2.4)           . انلر رك  −
 

 شكل

2.4 

 

x

O

z

y

P1

P2

1r

r

-F

r2

O حول نقطة الأصل
F     عزم الازدواج المكون من القوتين -F,



F

d
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,                                        رف متجة  عة   الاز واج المكةون مةن القةوت    F F
→ →

      و رمة    O              تةول نقهة  الأصة    −
OQ         ل  للرم  

,    وت                   بأن  محصل  ع مل الق  →  F F
→ →

        ن دس دنO           تول النقه    −
 

 

1 2OQ r F r F
→ → → → →   

=  +  −      
   

 

 دو
 
 

(2.16) 1 2OQ r r F r F
→ → → → → → 

= −  =   
 

 

OQ                                              ومةةن ت ر ةةف تاصةة  الطةةرب الاسةةاهل رةةد دن عةة   الاز واج 
              هةةو متجةة  عسةةو س   →

,   يةةة     قوت           علةةةى ممةةةتوى  F F
→ →

F                              ن وفي اسةةةةاة  وران ،ريمةةة  يمينيةةة  مةةةن −
F   إلى   →

→

       . فةةةةإذا −
)         فرضةةنا دن  )sind r =    هةةو الب ةةد ال سةةو س ،ةة  القةةوت                           ,  F F

→ →

               فةةإن مقةةدار متجةة    −
OQ            ع   الاز واج 

      اكال       في هذة       صبح     →
(2.17) ( ) sin  OQ F r F d= = 

 

   ملاحظات
OQ                         ن تةةأ دن متجةة  عةة   الاز واج  (2.10)           مةةن الم ا لةة   (1)

→

                  مةةا هةةو في الواقةةع إلا    
,                          تاصةةة  الطةةةرب الاسةةةاهل للستجهةةة    r F

→ r    تجةةة    الم      ث إن     ن وتيةةة→
           لا توقةةةف علةةةى   →

OQ                              لذل   قةال إن متجة  عة   الاز واج   O              اختيار النقه  
                      هةو متجة  تةر يمكةن تهبيقة    →
                                                     عند د   نقه  كسا يمكن نقل  موازيا لنفم   و،نفس المقدار.
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           نقهةة  مةةا هةةل     تةةول     مهةةا                                               إذا دةةةرت علةةى جمةةم متساسةة  فئةة  مةةن  الاز واجةةات ع و   (2)
1             علةةى الترتيةة 2, , , nQ Q Q

→ →                                            فةةإن محصةةل  هةةذة الاز واجةةات هةةو از واج محصةة  ع مةة       →
Q
    تيث  →

 
 
 

(2.18) 
1

n

i

i

Q Q
→ →

=

= 

 

                                                                    الفرق ،  ثة  القوة وثة  الاز واج على جمةم متساسة  هةو دن القةوة تةيةر علةى   (3)
  .                                 دما الاز واج فيمب  ل  ترك   وراني     بحت                       مب  ل  ترك  انتقالي      م فت   اسم

                                                                    تتكافةة  الاز واجةةات الةةتي لهةةا نفةةس مقةةدار ال ةة   ونفةةس الاسةةاة. و تةة ن الاز واجةةان   (4)
                                                                        المتماويان في ال    والمتطا ان في الاساة؛ وذل  لأن ثة  الاز واج  ت   بمقةدار ع مة  

  .    وتي                       فقط وليس بمقدار ك  من ق
 

 مثال

2.1 

A(3,4,5) ,(1,4-,3-)           تمةةر للنقهتةةة    N 100            قةةوة مقةةةدارها  B  في الإسةةةاة مةةةن           A   إلى   B .  
)                                   دوجد متج  ع   هذة القوة تول النقه   )2, 2,1C       ب                        . علساب بأن إتداةيات هذة النقه  −

              مقاس  للأمتار.
 

)    قهة     الن     تةول                    متج  عة   هةذة القةوة الحل )2, 2,1C CM         هةو المتجة     −
                  . لسةتخدا  الم ا لة  →

             يمكن دن رد دن   ن(2.6)    رقم 
 

;   C O OM M OC F M OA F
→ → → → → → → 

= −  =   
 

 

     ب      د طا  لد نا
ˆ ˆ ˆ6 5 ,   62  AB i j k AB m

→

= + + = 
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ABولأن اساة القوة هو نفم  اساة المتج  
→

AB لستج ؛ إذا نوجد متج  الوتدة ل 
→

فيكون هو  

F                                ب                        نفم  متج  الوتدة لمتج  القوة. إذا  فإن متج  الوتدة في اساة 
→

هو المتج   

( )1 ˆ ˆ ˆˆ 6 5
62

F i j k= + Fˆ. وبما دن  + FF
→

 إن ب  ا  ف. إذN 100ها ؛ وتيث إن القوة مقدار =

( )100 ˆ ˆ ˆ6 5
62

F i j k
→

= + + 

ˆولكنن وبما دن  ˆ ˆ2 2OA i j k
→

= −       ب    ن إذا  فإن+
 

( )
ˆ ˆ ˆ

100 100 ˆ ˆ ˆ3 1 4 21 27 9
62 62

6 5 1

O

i j k

M i j k
→

= − − = − + − 

 د طا فإن

( )
ˆ ˆ ˆ

100 100 ˆ ˆ ˆ2 2 1 7 4 22
62 62

6 5 1

i j k

OC F i j k
→ →

 = − = − + + 

    ب     إذا  فإن 

( )100 ˆ ˆ ˆ14 23 31
62

CM i j k
→

= − + − 
 .(2.5)انلر رك  

 شكل

2.5 

 

A(-3,-1,4)

B(3,4,5)

0 y

x

z

C(2,-2,1)
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   آخر لح
CM      بمةةةةةةةةةةةا دن  r F

→ → →

=  ؛ ولأن      r
CA                      هنةةةةةةةةةةةا يمكةةةةةةةةةةةن اعتبةةةةةةةةةةةارة المتجةةةةةةةةةةة    →

      ن تيةةةةةةةةةةةث →
ˆ ˆ ˆ5 3CA i j k

→

= − +       ب    . إذاب فإن+

( )
ˆ ˆ ˆ

100 100 ˆ ˆ ˆ5 1 3 14 23 31
62 62

6 5 1

C

i j k

M i j k
→

= − = − + − 

 
 لمثا

2.2 

                   ،واسةةه  كا،ةة   صةة  ،ةة    (2.6)                                         تفهةةت الصةةفيح  الممةةتهيل  في الوضةةع المبةة  ، ةةك 
               فاتمة  متجة  عة     KN 20                                    . إذا كةان مقةدار ال ةد في الكا،ة   مةاوس C, O     نقهةتي 

  .AB                          قوة ال د تول ترف الصفيح  
 

 شكل

2.6 

 

0

z

x

y

C(5,2,4)T

A(4,0,0)

B(0,3,0)

 
 

 

        ب           نوجد دولاب مقةدار هةذا   . AB     ا ور     تول      ل د                ل على متج  ع   ا               المهلوب هو اكصو  الحل
                 ال   ن دس نوجد  
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    AB AM AB M AB AO T
 →  → → 

= =   
 

  

AM تيث 
Tهو متج  ع   ال د  →

. بما ABعلى ا ور  Aتول د   نقه  اخنيار    →
COاساة المتج   وفي  KN20الكا،  مقدارة  دن ال د في

     ب         ب             ؛ إذا  نوجد دولا  متج  الوتدة →
CO
   في اساة المتجCO

 تيث رد دن  →
( )ˆ ˆ ˆ5 2 4

6.7

i j kCO
CO

CO

→
 − + +

= = 

T د وللتا  فإن متج  ال
 هو المتج   →

( )ˆ ˆ ˆ20 5 2 4

6.7

i j k
T
→ − + +
= 

AB    ب                                      د طاب نفرض دن  هو متج  الوتدة في اساة المتج  
    ب إذاب   →

ˆ ˆ ˆ4 3 0

5

AB i j k
AB

AB

→
 − + +

= = 
 الآن رد دن

34
5 5

0
20

 4 0 0 28.66
6.7

5 2 4

 ABM AB AO T
 → →

−
  −

=  = − = −  
 

 

T                         وللتا  فإن متج  ع   ال د 
ABM    تج       هو الم  AB         تول ا ور   →

           تيث رد دن   →
( ) ( )28.66 ˆ ˆ ˆ4 3 0

5
AB ABM M AB i j k
→ 

= = − + 
 

 
 

 إلى قوة وازدواج عند نقطة الأصـل  اختزال فئــــة من القوى الفراغيـــة 2.6
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   مةةم           بحيةةث  لةة  اس   هةةا                                        لقةةوى ت ةةني في علةةم الاسةةتاتيكا عسليةة  نقةة  ثة                عسليةة  اختةة ال ا
                                            ةر على جمم متساس  في عدة مواضع مختلف  مةن اسمةم                      القوى المتفرق  التي تي     ب   مت ناب. ف

                                                                        يمكن اخت الهةا إلى قةوة واتةدة تةيةر في موضةع تخةر مختلةفن ،يةد دنة  سةيتولد نتيجة  لهةذا 
                                    مةةن القةةوى المتفرقةة  يمكةةن دن  تةة ل إلى قةةوة                  ب                     الاختةة ال إز واجةةابن وهكةةذا رةةد دن د ةة  فئةة 

                         ن دن  تة ل إلى قةةوة وتيةةدةن                      دن القةةوى الفراغية  يمكةة   ب          ب يجة  توضةةيح            اج. لكةن ،دا ةة     از و   و 
                                                                            واز واج عند د ة  نقهة  اختيار ة ن ،يةد دننةا هنةا سةنبدد للاختة ال عنةد نقهة  الأصة ن وفي 

    ص .                                                      الفص  القا   ندرس الاخت ال عند د   نقه  دخرى غ  نقه  الأ
   هةل               دن فئة  القةوى            اسة . ولنفةرض    متس                                        نفرض دن هناك فئ  من القوى تةيةر علةى جمةم

1 2 3, , ,F F F
→ → 1                وتةةةيةر عنةةةد الةةةنقط   → 2,  , ,  nP P P   الم رّفةةة  للنمةةةب  لنقهةةة                ّ   O     الأصةةة      

1             بمتجهةةات الموضةةع  2 3, , ,r r r
→ →         سوعةة  مةةن                                    . ولنفةةرض دن المهلةةوب هةةو اختةة ال هةةذة المج→

  .O           نقه  الأص     عند                                 القوى إلى قوة وتيدة واز واج وتيد 
 

طريقة 

 الاختزال

1F        ب              نبدد دولا  لخت ال القوة  
→

1فندخ  القوت    1,  F F
→ →

ن ولأمسا متماو تان Oعند نقه   −
 .(2.7)مم. انلر رك  ومتطا تان في الاساة فهسا لا يةران في تال  ات ان اس

 

 شكل

2.7 

O y

x

z

P

r
F

-F

1

1

1

1

F
O اختزال القوة    إلى قوة وحيدة وإزدزاج وحيد عند 1

F
1
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1Fن رد دن القوة لآا
1Fوالقوة  1Pعند النقه   →

         ب                 تكونان م ا  از واجا ع م  هو  Oعند  -→

1Qالمتج  
 تيث ن→

1 1 1Q r F
→ → →

=  
1Fة القو وهكذا رد دن 

1Fقد تم اخت الها إلى قوة وتيدة  1Pوالتي تيةر عند النقه   →
تيةر عند  →

1Qواز واج ع م   Oالنقه  
1Fهبع عسو س على ن وهو لل→

→. 
والمتفرق   رر هذة ال سلي  للنمب  لباقل القوى الفراغي ت ال؛ نكلي  الاخستكسال عسولا الآنن

2 , , nF F
→ →

1تتى نحص  فى ما   عسلي  الاخت ال على فئ  من القوى   2,  , ,  nF F F
→ → →

 

Rينرم  لمجسوعها اسبرس للرم   Oالمت قي  في نقه  
→

ن وفئ  من الاز واجات صل ينوتمسى ل  

1 2, , , nQ Q Q
→ → →

0Qينرم  لمجسوعها اسبرس للرم   
→

وهكذا رد دن  .و مسى للاز واج ا ص ين 
  هل على الترتي    الاز واجات ن ومحصل  كOا صل  النها ي   لك  القوى 

 

(2.19) 
1 1

,   

n n

i O i

i i

R F Q Q
→ → → →

= =

= =  

 ض دنفر لن
 

 

(2.20) ˆ ˆ ˆ    i i i iF X i Y j Z k
→

= + + 

R  في   (2.20)   مةةن      ب             إذابن للت ةةو   عةةن 
                       نحصةة  ة لسةةتخدا  مفهةةو   ةةع   (2.19)       كسةةا في    →

   لى           المتجهات ة ع
 
 
 

(2.21) 
1 1 1 1

ˆ ˆ ˆ    

n n n n

i i i i

i i i i

R F X i Y j Z k
→ →

= = = =

= = + +    

 

 دو
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(2.22) ˆ ˆ ˆ  R X i Yj Z k
→

= + + 
 

 تيث
 

 

(2.23) 
1 1 1

,     ,

n n n

i i i

i i i

X X Y Y Z Z

= = =

= = =   

 
 

      ا   عند ذ  هو Oو كون مقدار محصل  ك  القوى الفراغي  والمخت ل  عند نقه  
(2.24) 2 2 2

R X Y Z= + + 

     ب             د طا  إذا فرضنا دن
 

(2.25) ˆ ˆ ˆ   i i i iQ L i M j N k
→

= + + 

iQن   ع   ب        إذا ن للت و 
→

OQفي  (2.25)من الم ا ل   
→

 نحص  على (2.19) كسا  في الم ا ل   
 

 

(2.26) 
1 1 1 1

ˆ ˆ ˆ    

n n n n

O i i i i

i i i i

Q Q L i M j N k
→ →

= = = =

= = + +    

 دو
 

(2.27) ˆ ˆ ˆ  OQ L i Mj N k
→

= + + 
 

 تيث
 

(2.28) 
1 1 1

,     ,

n n n

i i i

i i i

L L M M N N

= = =

= = =   

      ا   عند ذ  هو ص  ل  و  ك  الاز واجات و كون مقدار ال    ا
 

(2.29) 
2 2 2

OQ L M N= + + 

 كذل  إذا فرضنا دن
 

(2.30) ˆ ˆ ˆ   i i i ir x i y j z k
→

= + + 
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)تيث  ), ,i i i iP x y z هل د   نقه  على خط عس  القوة iF
→

 وبما دنخت ال. الا قب  عسلي  
 

(2.31) 

i i iQ r F
→ → →

=  

, عن ك  من (2.31)للت و   في الم ا ل  ن    ب إذا    ,  i i iQ r F
→ → →

 ,(2.30) ,(2.25)من الم ا لات  

 رد دن  (2.20)
 
 
 

(2.32) 
ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ   i i i i i i

i i i

i j k

L i M j N k x y z

X Y Z

+ + = 

مع قوة وتيدة واز واج هو دن تتحق  لك  ي  وهكذا رد دن ررا تكافي فئ  من القوى الفراغ
   ة  الآتي ي  الم ا لات القوة فراغ

 
 
 
 

(2.33)    1,

i i i i i

i i i i i

i i i i i

L Z y Y z

M X z Z x i n

N Y x X y

= −


= −  =
 = −

 

 

  رد (2.31) ,(2.27) ,(2.19) من     ب د طا  
 

 
 
 

(2.34) 
1

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ  

n

i i i

i
i i i

i j k

L i Mj N k x y z

X Y Z=

+ + = 

) غي من القوى الفرا nن ررا دن تكافي  فئ  مكون  من عد  وهكذا رد د ), ,i i i iF X Y Z
→

ن 

i,1تيث  n=  قوة وتيدة( ), ,R X Y Z
→

خط عسلها يمر ،نقه  الأص  واز واج محص   

( ), ,OQ L M N
→

 هو دن تتحق  الم ا لات ال  ة  الآتي  
 
 

(2.35) 
1 1 1

,   ,

n n n

i i i i i i i i i i i i

i i i

L Z y Y z M X z Z x N Y x X y

= = =

= − = − = −   

i,1    تيث  n= ن كسا دن         ( ), ,i i ix y z  عس  القوة           ه  على خط          هل د   نق          iF
→.  
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   ملاحظتان
                                                                      يجة  م تلةة  دنةة  في تالةة  القةةوى الفراغيةة ن دس في تالةة  القةةوى المتفرقةة  في الفطةةا   (1)

R                     ة ةةةةل الا، ةةةا  دن ا صةةةل  
OQ              والاز واج ا صةةة    →

      كةةةونا                    لةةةيس مةةةن الطةةةرورس دن  →
iQ                                 لرغم من دن متجهات ع و  الاز واجات           مت امد ن ل

                        عسو    على متجهات القةوى   →

iF
          طةةةةا  ةنةةةةا ل    الف                                            قةةةةوى الممةةةةتو  ن دس القةةةةوى المتفرقةةةة  في الممةةةةتوى دو في          . ، كةةةةس ال→

             ن مت امد ن.                                    الا، ا  فإن ا صل  والاز واج ا ص   كونا
R             ب                     كسةا ن تةأ د طةاب و،صةف  عامة  دن ا صةل      (2)

  O                            لات تسةد علةى النقهة  الاختيار ة   →
OQ                       ، كس متج  الاز واج ا ص  

      نرى في    ا سة    ن كسةO                           الذس   تسد على موضع النقه    →
              الفص  القا  .

R                             ا صةةورة ،ةة  محصةةل  القةةوى المخت لةة                                هةةذان ويمكةةن اكصةةول علةةى ال او ةة  
      ومتجةة    →

OQ                 ع   الاز واج ا ص  
          من ال  ق   →

 
 
 
 

(2.37) ( )cos O

O

R Q

R Q


→ →


=


 

 دو
 

(2.38) ( )
2 2 2 2 2 2

cos
LX MY NZ

X Y Z L M N


+ +

=

+ + + +

 

)    تيةةةةث  ), ,L M N   تجةةةة  ال ةةةة   ا صةةةة        كبةةةةات م      هةةةةل مر               OQ
)      ،ينسةةةةا   → ), ,X Y Z   فهةةةةل    

R                   مركبات القوة ا صل  
→.  

              وتيدة واز واج       ،قوة  (2.8)              ت كسا في رك     تهي                                  استبدل فئ  القوى المبين  بمتوازس المم مثال
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                       الممتهي ت مقاس  للامتار.              د، ا  متوازس      ب    ن علساب بأن O              عند نقه  الأص   2.3
 

 شكل

2.8 

x

y

z

(4,2,0)

(0,2,5)

(4,0,0)

(0,0,0)O
(0,2,0)

(4,2,5)

B

 = 4 NF2

 = 5 N
1F

 = 6 NF3

 = 7 NF4

 
 

  الحل
                      متساسةةةةة  علةةةةةى رةةةةةك  متةةةةةوازس                                         في هةةةةةذا الم ةةةةةال لةةةةةد نا در، ةةةةة  قةةةةةوى مةةةةةيةرة في جمةةةةةم 

                          هذة القوىن ونقط ثة ها هل:   ا.                            ممتهي تن للإضاف  إلى نقط ثة ه
     

1 1 2 2
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ5  ,  2 5 ;  4  ,  2 5   ;F j r j k F k r j k

→ → → →

= − = + = − = + 

3 3 4 4
ˆ ˆ ˆ ˆ6  ,   4 2 ;  7 ,   4F k r i j F j r i

→ → → →

= = + = = 
 رد دن  (2.22) ,(2.19)من 

ˆ ˆ2 2   2 2R j k R
→

= +  = 
 رد دن (2.321) ,(2.19)من 

 
1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

0 2 5 0 2 5

0 5 0 0 0 4

n n

O i i i

i i

i j k i j k

Q Q r F
→ → → →

= =

= =  = +

− −
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ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ4 2 0 4 0 0 29 24 28

0 0 6 0 7 0

i j k i j k

i j k+ + = − + 

 هو    ب                 إذا  مقدار ال    ا ص 
 

( ) ( ) ( )
2 2 2

0 29 24 28 46.9Q = + +  
3الآنن إذا اعتبرنا دن 

ˆ ˆ ˆ4 2 5r i j k
→

= + 3   ب    ،دلا  من  +
ˆ ˆ4 2 r i j

→

= 3ن وإذا اعتبرنا +
ˆ ˆ4 2 r i j

→

= + 

4   ب    ،دلا  من 
ˆ4r i

→

 إن مقدار ال    ا ص  لا  تة ن تيث رد دنن ف=

1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

0 2 5 0 2 5

0 5 0 0 0 4

n n

O i i i

i i

i j k i j k

Q Q r F
→ → → →

= =

= =  = +

− −

  

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ4 2 5 4 2 0 29 24 28

0 0 6 0 7 0

i j k i j k

i j k+ + = − + 

 

 ت قد دخت لت عند تفرق  والميةرة على متوازس الممتهيوهكذا رد دن فئ  القوى الار،ع الم
    ب     د طا  هما: ،قوة واتدة تيةر في نقه  الأص  واز واج محص  عند نقه  الأص   Oنقه  الأص  

02 2,  46.9R Q= . 
                                            قوى الفراغية  إلى قوة وازدواج عند أية نقطة         ئة من ال   ـــ     ال فـ    اختز   2.7

 

قوى الفراغي  المتفرق  عند نقه  الأص ن ل سلي  اخت ال فئ  من الفي الفص  الما،  ت رضنا 
والميال المهروح في هذا الفص  هو: كيف يمكن اخت ال نفس فئ  القوى الفراغي  المتفرق  عند 

    ب            م    ة والتي متج ة  Gالتماؤل نفرض النقه  عن هذا  ا، للإج نقه  دخرى غ  نقه  الأص ؟

rهو المتج    Oص  موض ها للنمب  إلى نقه  الأ
→

. بما دن فئ  القوى  
     

1

n
i i

F

→

=
 Oتكافئ عند  
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Rقوة محصل  هل 
→

OQهو            ب    ب          ن واز واجا  محص   متج  ع م 
→

ن إذن يمكن  ،نفس طر ق  الفص  

ندخ   عند نقه  السابق R,قوت  هما   G   ُ               دن   R
→ →

             ب                        . وللهبع د طا  فإن هذا لا يةر على تال  −

Rات ان اسمم. وهكذا رد دن القوة 
→

Rوالقوة  نOعند نقه  الأص   
→

تكونان   Gعند النقه  −
    ب        ب              م ا  از واجا ن متج  ع م  هو

(2.38) r R
→ →

−  
إلى نفس القوة   Gوعلى ذل  فإن فئ  القوى الأصلي  الم هاة يمكن اخت الها مرة دخرى عند نقه 

R
→

متج  ع م   نG د عند نفس النقه تخر وتي  از واجولكن بخط عس  مختلفن للإضاف  إلى 

GQ
→

,  هو وسوع ال  م   OQ r R
→ → → 

−   
 

 ن دس دن

(2.39) 
G OQ Q r R
→ → → → 

= + −   
 

 

 .(2.9)انلر رك  
 
 شكل

2.9 

O y
x

z

r

R

Q
O

(0,0,0)

G (x,y,z)

Q

-R

R

G

Gاختزال فئة من القوى إلى قوة وازدواج عند النقطة     



 
)هذان وإذا فرضنا دن النقه   ), ,G x y z  هل د   نقه  على خه  عس  ا صل  يالقوة الوتيدة

R
→

rينن وبما دن 
→

OGهو المتج   
→

 ن إذا فإن
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(2.40) ˆ ˆ ˆr xi yj zk
→

= + + 
 دن (2.39)هسا في الم ا ل  منت و   و، د ال (2.40) ,(2.22)وهكذا رد من الم ا لت  

 

(2.41) 
ˆ ˆ ˆ

G O

i j k

Q Q x y z

X Y Z

→ →

= − 

 دن               ب وإذا فرضنا د طا  
(2.42) ˆ ˆ ˆ    GQ L i M j N k

→

= + + 

      رد دن  (2.39)          في الم ا ل    (2.22) ,(2.40) ,(2.27) ,(2.42)               إذن للت و   من   
 

(2.43) 
ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ        

i j k

L i M j N k L i M j N k x y z

X Y Z

+ + = + + − 

)من القوى الفراغي   nئ  مكون  من عد  تكافي  فررا دن  رد دنوهكذا  ), ,i i i iF X Y Z
→

ن 

i,1تيث  n=  قوة وتيدة( ), ,R X Y Z
→

        ب    ب واز واجا  محص    Gخط عسلها يمر ،نقه  اختيار    

( ), ,GQ L M N
→

   ن الآتي   الم ا لات الهو دن تتحق 
 

(2.44)      1,

L L Zy Yz

M M Xz Zx i n

N N Yx Xy

 = − +


= − +  =
 = − +

 

i,1تيث  n= ن كسا دن( ), ,G x y z   هل د   نقه  على خط عس  القوة ا صلR
→

. 
                       ملاحظات هامة واستنتاجات 2.8

OQيج  م تل  دن المتج   (1)
→

                          ب       ترن وللتا  يمكن نقل  موازيا  لنفم . متج هو  

Rالقوة الوتيدة يا صل ين  (2)
→

Rيفالقوة  Gلاتتوقف قيستها على موضع النقه  الاختيار    
→

 

Rتنتق  إلى نفس القوة  Oعند 
→

س الاز واج هو خط عسلهاينن ، كالاخت ف الوتيد  نGعند  
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GQا ص  
→

للنمب  لنقه  الأص   G على موضع النقه  الاختيار  ن الذس   تسد ة للت كيد ة 
O. 

GQا صورة ،  الاز واج      ب             د طا  فإن ال او    (3)
→

Rوالقوة  
→

ت تسد على موضع النقه   
 الاختيار   وتتة  ،تة ها.

 بما دن (4)

G O OR Q R Q r R R Q R r R
→ → → → → → → → → → →      
 =  + −  =  −              

      

 

 ولكننا رد من قوان  الطرب ال  ةل القياسل وقوان  تماب ا د ات دن

0R r R
→ → → 
  =  
 

 

   فإنوللتا

G OR Q R Q
→ → → →

 =  

Rالطرب القياسل للقوة الوتيدة ا صل   ني دن تاص  الأمر الذس  
→

GQص  والاز واج ا  
→

  
 كسي  ثا،ت  لاتتوقف على النقه  الاختيار  .

Rا صل     رد دن مقدارفراغي  المتفرقبما دن  لأ   فئ  من القوى ال (5)
→

م ل  م   مقدار تاص   

GRالطرب القياسل  Q
→ →

 ن دوOR Q
→ →

   ا لا تة  ،تة  النقه  الاختيار   دو محاور الإسنا ن عند ذ                                                 
فئ   (Invariants) يهسا اسم ةوا،تن ولذا  هل  عليمكن اعتبارهما ةوا،ت لفئ  القوى الفراغي 

 القوى. 
 .B،قوة واز واج عند نقه   (2.3)استبدل القوى في م ال   2.4ـ  مثال

 

    هل   B                                      ة التي تيول إليها فئ  القوى عند النقه            قوة الوتيد        رد دن ال  (2.3)        من م ال    الحل
 

(i) ˆ ˆ2 2   2 2R j k R
→

= +  = 
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       ا    وعند ذ  فإن
(ii) 0,  2,  2X Y Z= = = 

     ب      د طا  لد نا
(iii) ˆ ˆ ˆ29 24 28OQ i j k

→

= − + 

)ة مع اعتبار دن النقه   (2.41)في  (iii) ,(ii)إذنن للت و   من  ) ( ), , 0,0,5x y z B=  هل

Rنقه  على خط عس  ا صل  
→

 هو  G ة   رد دن ال    ا ص  عند النقه  
ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ29 24 28 0 0 5 19 24 28

0 2 2

G

i j k

Q i j k i j k
→

= − + − = − + 

 مقدار ال    ا ص  هو
 

( ) ( ) ( )
2 2 2

19 24 28 41.4849GQ = + + = 

هي ت قد اخت لت عند وهكذا رد دن فئ  القوى الأر،ع المتفرق ن والميةرة على متوازس الممت
2،قوة واتدة   Bالنقه   2R 41.4849GQواج محص  ز وا Bفي النقه  تيةر  =   عند
 .Bنقه  

 
 اختزال فئة من القوى الفراغية إلى قوة وحيدة  2.9

1F   قوة رد نا مما سب  دن د
→

)عند النقه    )1 1 1 1, ,P x y z نقه   استبدالها عند ة م   ة يمكن

1F،نفس القوة   Oالأص  
→

1Q  هو المتج  از واج متج  ع من للإضاف  إلى 
→

تيث  

1 1 1Q r F
→ → →

= 1وتيث  نr
→

1Fخط عس   القوة  ن التي على 1P هو متج  موضع النقه  
→

 

1Q     ب                وطب ا  فإن متج  ال     .Oللنمب  إلى النقه  
→

1Fهو متج  عسو س على متج  القوة  
→

. 
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كون  من القوة سوع  الم                                ب                            في الواقع دن عكس هذة النلر   د طا  صحيح. دس دن  يمكن استبدال المج

1F
1Qوالاز واج  →

1F،قوة وتيدة  Oعند نقه  الأص   →
عند د   نقه  دخرى؛ ، را دن  كون  →

1Fك  من القوة متجها  
1Qوالاز واج  →

 ،ينهسا قا س . مد ن دس ، را دن تكون ال او   مت ا →
   تعميم

                     ب                                                                الآنن  عنا نقد  ت سيسا  للنتيج  الما،ق . لنفترض دن  قد دمكن اخت ال دو استبدال فئ  القوى 

الفراغي   
      

1

n
i i

F

→

=
ن التي تيةر عند النقط  

1

n
i i

P
=

بمتجهات  Oالأص   ف  للنمب  لنقه     ّ الم ر   

الموضع  
      

1

n
i i

r

→

=
Rوة وتيدة محصل  هل إلى ق 

→

OQواز واج وتيد محص   
→

 نOه  عند النق 

,بحيث كان المتجهان   OR Q
→ →

Rكن استبدال القوة ل  فإن  يممت امد نن في هذة اكا 
→

والاز واج  

OQ
→

R،قوة وتيدة  Oعند نقه  الأص    
→

وعلى  .Oت س  في خط عس  تخر لايمر للنقه   

ذل  فال را الواج  تحقيق  لكل تيول فئ  القوى الفراغي   
      

1

n
i i

F

→

=
Rإلى قوة وتيدة  

→

 

Rهو دن تكون ال او   ،  القوة ا صل   نOللنقه  ت س  في خط عس  تخر لايمر 
→

والاز واج  

OQا ص  
→

ة في  (2.38)خدا  ت  ة لستزاو   قا س ن و،لة  الرياضيات فإن هذا ال را يمكن كتا، 
 الصورة

(2.45) ( )
2 2 2 2 2 2

cos 0
LX MY NZ

X Y Z L M N


+ +

= =

+ + + +

 

 دو
(2.46) 0LX MY NZ+ + = 
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)تيث  ), ,L M N   هل مركبات متج  ال    ا صOQ
→

)ن ،ينسا  ), ,X Y Z  فهل مركبات

Rصل  القوة ا 
→

).  ولإيجا  خط عس  القوة ), ,R X Y Z
→

)تمر للنقه   التي  ), ,P x y z ن
)نفرض دن متج  موضع النقه   ), ,P x y z ا الخط للنمب  لنقه  على هذO هو 

(2.47) ˆ ˆ ˆ   r x i y j z k
→

= + + 

Rقوة الوتيدة دن ع   الوبما 
→

)ن والتي تمر للنقه   ), ,P x y z   تول نقه  الأصO  ماوس 

)دس  ماوس  نOوسوع ع و  ك  القوى تول  ), ,OQ L M N
→

 إنن إذن ف
 

(2.48) 
ˆ ˆ ˆ   OQ L i M j N k r R

→ → →

= + + =  

 وهكذا رد دن
 

(2.49) 
ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ   

i j k

L i M j N k x y z

X Y Z

+ + = 

 
 
 
 

          فعليا  

ن وذل  لأن فئ  القوى .2)(39يمكن اكصول عليها من الم ا ل   (2.49)فإن الم ا ل   
      

1

n
i i

F

→

=
 

Rتيول إلى قوة وتيدة 
→

GQفقط عندما  ن د  الاز واج  
→

Rصل  ولا تن د  ا  
→

. ،وضع 

0GQ
→

 ن إذ دن(2.49)لم ا ل  نحص  على نفس ا (2.39)في  =

0  0  G O OQ Q r R Q r R
→ → → → → → →

=  −  =  =  
  الآن
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الفراغي   لنفرض دن  دمكن اخت ال دو استبدال فئ  القوى 
      

1

n
i i

F

→

=
Rإلى القوة  

→

والاز واج  

OQ
→

,ن بحيث كان المتجهان Oعند النقه     OR Q
→ →

مت امد ن. فإذا دضفنا ة الآن ة القوت   

,R R
→ →

)عند  النقه   − ), ,P x y z  ن التي تبت د ممافOQ

R
فإن هذا لن  Oقه  الأص  من ن 

نا ة في اسان  الآخر ة رد دن  ة  من تال  اسمم المتساس  الواقع تحت ثة  هذة القوى. لكن

Rالقوة 
→

)عند النقه   − ), ,P x y z  مع القوةR
→

         ب        ب        كونان م ا  از واجا ن متج   Oعند النقه   

Orع م  هو  R Q
→ → →

−  = OQ  رل الاز واج ن وللتا  فهو −
→

Rوتتبقى فقط القوة  Oعند  
→

 
)نقه  عند ال ), ,P x y z  (2.10).  انلر رك. 

 
 
 
 
 
 
 
 شكل

2.10 
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O y

x

z

r

R

اختزال مجموعة من القوى إلى قوة وحيدة وازدواج عند النقطة     

(0,0,0)

P (x,y,z)R

O

Q
O

RP  ومن ثم إلى قوة وحيدة   عند النقطة 

- R

 
 

                  نحصةة  علةةى م ا لةة  خةةط                             ومقارنةة  طةةرفي الم ا لةة  يمكةةن دن  (2.49)                      ومةةن ثمن و، ةةد فةة  ا ةةد  في   

R          عس  القوة 
→

                     ب       ت ال  ن الممتقل  خهياب  الآتي                     من م ا لت  من الم ا لا  P           عند النقه    
 

(2.50) 

0

0

0

L zY yZ

M xZ zX

N yX xY

− + =

− + =

− + =

 

تم   مماقط  (2.47)    ب       طبقا  لل را  (Linearly Dependent)                   ب لم ا لات الممتقل  خهيا  وهذة ا

Rة الوتيدة خط عس  القو 
→

,0على الممتويات  Pن التي تمر للنقه    0,  0x y z= = على  =
 الترتي .

 مثال

2.5 
س قوى فراغي تحت ثة  خم a قع مك   طول ضل     

       
5

1i i
F

→

=
مقا  رها ة على الترتي  ة  

,1هل:   2,  3,  4, 6Fضاف  إلى قوة دخرى وهول  ن للإ5 
→

)خط عسلها يمر للنقه    ), ,0a a  

6F. دوجد دق  مقدار للقوة (2.11)كسا في رك  
→

 بحيث تيول هذة القوى إلى قوة وتيدة. 
 
 القوى الخسس الم هاة والم لوم  هل  الحل
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(i) 
1 2 3 4 5

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,  2 ,  3 ,  4 ,  5F k F i F j F j F i
→ → → → →

= − = − = − = = 

 دما متجهات موضع ك  منها فيسكن دن ردها ة على الترتي  ة في الصور

1 2 3
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ0 0 ,  0 ,  0r i aj k r ai j ak r ai aj k

→ → →

= + + = + + = + + 

(ii) 
4 5

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ0  ,  0r i aj ak r i aj ak
→ →

= + + = + + 

6Fالقوة للنمب  إلى 
→

في  (1.5)فيسكن تم يلها في الفطا  ة ةل الأ، ا  ة لستخدا  الصية   
 الصورة

(iii) 
6

ˆ ˆ ˆ
x y zF F i F j F k

→

= + + 

,تيث   ,  x y zF F F  6ة هل مركبات القوF
→

,اسي  في اساة ا اور الأس   ,  OX OY OZ انلر .
 .(2.11)رك  

 شكل

2.11 

x

y

z

O

(a,a,0)

4F

3F

1F

2F

Fx

Fy

Fz

5F

(0,a,0)

(0,a,a)

(a,0,a)

6F

 

6F   نقه  على خط عس  القوة المجهول  كسا دن متج  موضع د
→

م   النقه  التي اتداةياتها  
( ), ,0a a يمكن دن يأخذ الصورة 

(iv) 
6

ˆ ˆ ˆ0r ai aj k
→

= + + 

الآن نحاول اخت ال فئ  القوى الخسس  
       

5

1i i
F

→

=
6Fن ع وة على القوة 

Rإلى قوة محصل   →
→

 

0Qواز واج محص  
→

 ة دن  (2.19)- (2.23)د ة لستخدا  إذن يمكن دن ر .Oعند نقه  الأص  ن 
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(v) ( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ2 5 3 4 1  x y zR F i F j F k
→

= − + + − + + − 

R      ا                        وعند ذ  فإن مركبات القوة ا صل  
→

 هل 
(vi) ( ) ( ) ( )3 ,  1 ,  1x y zX F Y F Z F= + = + = − 

0Qة دن الاز واج ا ص    (2.25) ,(2.19)- (2.28)    ب                    د طا  فإننا رد ة لستخدا  
→

 هو  

  0

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

0 0 0 0

0 0 1 2 0 0 0 3 0

i j k i j k i j k

Q a a a a a
→

= + +

− − −

 

 

(vii) 
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

0 0 0

0 4 0 5 0 0 x y z

i j k i j k i j k

a a a a a a

F F F

+ + + 

 الصورة يمكن دن نحص  على الاز واج ا ص  في (vii) ، د ف  ا د ات في الهرف الأيمن من

( ) ( )0
ˆ ˆ5 3z zQ a aF i a aF j

→

= − + + − 

(viii) ( ) ˆ8 y xa aF aF k+ − + − 

 نحص  على الم ا لات ال  ن (2.27)ولستخدا  الم ا ل   ل  الاساهي  الأخ ةنمن هذة الم ا 
(ix) 5 ,  3 ,  8z z y xL a aF M a aF N a aF aF= − + = − = − + − 

رد دن ال را ال ز  لكل تيول المجسوع  إلى قوة وتيدة  (2.46)في  (vi) ,(ix)وللت و   من 
 هو

( )( ) ( )( )5 3 3 1z x z ya aF F a aF F− + + + − + + 

(x) ( )( )8 1 0y x za aF aF F− + − − = 

 رد دن ررا دن تيول فئ  القوى الم هاة إلى قوة واتدة هو و، د الاختصار
(xi) 2 3 2x y zF F F− + − = 

  نالد (iii)وبما دن  من 
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(xii) 2 2 2 2
6 x y zF F F F= + + 

 نحص  على xii)(في  (viii)من  yFإذنن وللت و   عن قيس  
(xiii) ( ) ( )

22 2 2
6 2 3 2x x z zF F F F F= + + + + 

,ت تسد على المركبات  6F ن تأ هنا دن القوة  x zF F  6إذنن ولكل تكون القوة فقطنF   دق
,ما يمكن فيج  دن نبحث  عن المركبات   x zF Fق  الم ا لات ن التي تح 

(xiv) 6 6  
0, 0

  x z

F F

F F

 

 
= = 

,                            ب                     وبإجرا  عسلي  التفاض  ة ج  يا  ة للنمب  إلى المركبات   x zF F  ذل  للدال  في الم ا ل  و(xiii) 
 رد دن

 
( )6

6
 

2 2 4 2 3 2
 

x x z
x

F
F F F F

F




= + + + 

 
xv)10 ين 12 8x zF F= + + 

 إذن فإن
6

6

10 12 8 

 2

x z

x

F FF

F F





+ +
= 

 رد دن (xiv)وللت و   في 

(xvi) 10 12 8 0x zF F+ + = 

     ب      د طا  رد دن
 

( )6
6

 
2 2 6 2 3 2

 
z x z

z

F
F F F F

F




= + + + 

 

(xvii) 12 20 12x zF F= + + 

 إذن فإن
6

6

12 20 12 
0

 2

x z

z

F FF

F F





+ +
= = 
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 رد دن (xiv)وللت و   في 
(xviii) 12 20 12 0x zF F+ + = 

,      ب                  ة تنيا  ة يمكن دن نحص  على  (xviii) ,(xvi)  بح  الم ا لت  x zF F ن ومن ثمن وللت و   في
(xi)  نحص  علىyF ن وهكذا رد دن 

xix)2 ين 1 3
,  ,  

7 7 7
x y zF F F

−
= − = = 

 مسح لك  فئ  القوى دن  ت ل إلى قوة  6Fنحص  على دق  مقدار للقوة  (iii)وللت و   في 
 واتدةن تيث  رد دن 

2 2 2
6

4 1 9 2

49 7
x y zF F F F

+ +
= + + = = 

الآن يمكن لفئ  القوى  
       

6

1i i
F

→

=
2ن والتي مقا  رها على الترتي  هل 

1,2,3,4,5,
7

  
 
  
 

R  ُ                   دن   ت ل إلى قوة واتدة 
→

Rدن خط عس  هذة القوة . لنفرض 
→

)يمر للنقه    ), ,x y z  .   ب  م   
 فنحص  على (vi)في  (xix)ة القوة يج  الت و   من لحصول على مقدار هذلإذنن 

19 8 10
,  ,  

7 7 7
X Y Z

−
= = = 

 وللتا  فإن مقدارها هو
361 64 100 525 3

5
49 49 7

R
+ +

= = = 

Rا ل  خط عس  القوة الوتيدة يا صل ين دما م 
→

ن فيسكن اكصول عليها ،مهول  لستخدا  
 نحص  على (ix)في  (xix)لت و   مرة دخرى من . ل(2.50)الم ا لات 

38 24 53
,  ,  

7 7 7

a a a
L M N

− −
= = = 

 ت هل (2.50)     ا     عند ذ  فإن 
8 10 38 ,  19 10 24 ,  8 19 53z y a z x a x y a+ = − + = − − = 
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لم ا لت  الأولى وال اني  نحص  على الم ا ل  ال ال  ن وعلى هذا ف س م ا لت  من من ا zوبحذف 

Rلقوة الوتيدة يا صل ين هذة الم ا لات يمكن دن تم   م ا ل  خط عس  ا
→

. 
 

 ة المتوازيةالقوى الفراغي فئة من اختزال  2.11

   ب                 م   ن ولنفرض دما ثخذ  Zنفرض دن هناك فئ  من القوى الفراغي  المتواز  ن والتي توازس محور ة 
 الصورة

(2.51) ˆ ˆ ˆ0 0   ; 1,i iF i j f k i n
→

= + + = 

 وتيةر عند النقط
 ( ) ( ) ( )1 1 1 2 2 2, ,  , ,  ,  ,n n nP x y P x y P x y 

بمتجهات الموضع  Oلنمب  لنقه  الأص  لم رف  لن واXOYالواق   في الممتوى 

1 2, ,  , nr r r
→ → →

 .(2.12). انلر رك  
 شكل

2.12 

 

Z

X

YOF
1

F2

F
3

Fn

  مجموعة من القوى الفراغية المتوازية تختزل إلى  

R

r

R قوة وازدواج عند    ، ومن ثم إلى القوة    عند   O

( x, y,   )0

( x, y,   )0
 

 

    إذن
 
 

(2.52) ˆ ˆ ˆ  0  ;   1,i i ir x i y j k i n
→

= + + =  
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    قةةوة   O               كةةافي  عنةةد نقهةة       ودمةةا ت  ن OZ                                             واضةةح دن خهةةوا عسةة  هةةذة القةةوى الفراغيةة  تةةوازس محةةور

R        محصةةل  هةةل 
→

0Q       إز واج             ن للإضةةاف  إلى OZ               ب    والةةتي تةةوازس د طةةاب محةةور  
→

     ب           عسةةو ياب علةةى ا صةةل    

R
→

         ذا رد دن     ن وهكXOY                  ن دس  قع في الممتوى 
 
 

(2.53) 0

1 1

ˆ  ;       &    

n n

i i i

i i

R f k f f Q r F
→ → → →

= =

= = =   

Rوتيث إن 
→

0Qعسو س على  
→

Rن لذل  فإن  يمكن استبدالهسا ،قوة منفر ة 
→

ن خط عسلها 
)في النقه   XOYتوى و قهع المم  OZ وازس محور ), ,0x y للت كيد فإن ع   هذة القوة .

R
→

 إذن فإن  نO ماوس وسوع ع و  ك  القوى الأخرى تول  Oل تو  
 
 

(2.54) 
1

n

i i

i

r R r F
→ → → →

=

 =  

 بما دن
 
 

(2.55) ˆ ˆ ˆ0r xi yj k
→

= + + 

 نحص  على (2.54)في الم ا ل   (2.55) ,(2.53) ,(2.52) ,(2.51)إذنن للت و   من الم ا لات 
 
 
 

(2.56) 
1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

0 0

0 0 0 0

n

i i

i
i

i j k i j k

x y x y

f f=

= 

)هذان ويمكن ت ي  إتداةيات نقه  التقاطع  ), ,0x y   ف  ا د  ن في الهرف ن ومقارن،
ˆم ام ت  ˆ ˆ,  ,  i j k تيث نحص  على 

 
 

(2.57) 
1 1

  ;    

n n

i i i i

i i

y f f y x f f x

= =

= =  

 دو
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(2.58) 1 1

  

,       

n n

i i i i

i i

f x f y

x y
f f

= == =

 
  

 

 مثال

2.6 
1                                                                        دوجد القوة الوتيدة المكافئ ن وكذل  نقه  ثة ها وذل  للقوى المتواز   الة  ن:   

ˆ10F k
→

=  

2       والقةةوة   ن (2,0,0)           ر في النقهةة       تي تةةية   والةة
ˆ14F k

→

=        والقةةوة   ن  (3,2,0)                  والةةتي تةةيةر في النقهةة   −

3
ˆ20F k

→

=    . (1,2,0)                   والتي تيةر في النقه    −
 

رد دن (2.53) ,(2.51)من الم ا لت    الحل 
3

1

10 14 20 24i

i

f f

=

= = − − = − 

R           وللتا  فإن 
→

                    ين دو ا صل  هل القوة                      يالقوة الوتيدة المكافئ   
ˆ ˆ 24     24R f k k R

→

= = −  =  
)       النقهةةة                              الآنن لنفةةةرض دن ا صةةةل  تةةةيةر في ), ,x y z  ن ودن متجةةة  عةةة   ا صةةةل                     R

→

         تةةةول نقهةةة    

OM   هو   O     الأص  
→

      ن فإن    ن إذ

( ) ( )
ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ24

0 0 24

O

i j k

M r R xi yj zk k x y z
→ → →

=  = + +  − =

−

 

 وهكذا رد دن
(i) ( ) ( )ˆ ˆ24 24OM y i x j

→

= − + 

هو المتج   Oال  ن الم هاة تول نقه  الأص       ب                                د طا  لنفرض دن وسوع متجهات ع و  القوى

OQ
→

 ن إذن فإن
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( ) ( ) ( )
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 0 0 3 2 0 1 2 0 20 28 42 40 20

0 0 10 0 0 14 0 0 20

O

i j k i j k i j k

Q j i j i j
→

= + + = − + − + + − +

− −

 دو
 
 

(ii) 
ˆ ˆ68 42OQ i j

→

= − + 

 ,(i)ذن من وبما دن وسوع ع و  القوى تول د   نقه   ماوس ع   ا صل  تول نفس النقه . إ

(ii)ن وللمقارن  نحص  على 
68 24 7 17

    ,  
4 642 24

y
x y

x

− = −
 = =

=
 

 ا صل  هل        ا             وعند ذ  فإن نقه  ثة 
( )

7 17
, , , ,0

4 6
x y z

 
=  
 

 
بطريقة 

 أسهل
        . بما دن(2.58)                      صل  لستخدا  الم ا لات                         يمكن اكصول على نقه  ثة  ا   

1 2 310,  14,  20f f f= = − = − 
 دنكسا 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 1 1

2 2 2

3 3 3

, , 2,0,0

, , 3,2,0

, , 1,2,0

x y z

x y z

x y z

 =


=
 =

 

 إذن فإن

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
3

1

 -24  10  0 14  2 20 2 68i i

i

y f y

=

= = + − + − = − 

 ومنها رد دن
68 17

24 6
y = = 

      ب      ود طا  لد نا
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
3

1

24  10  2 14  3 20 1 42i i

i

x f x

=

− = = + − + − = − 

 ومنها رد دن
42 7

24 4
y = = 

 
   Force Screw    ــ           البريمية      القوة  2.11

 

                                الفراغيةة ن تيةةث يمكةةن اختةة ال فئةة  مةةن                                              هةةذا الفصةة  نت ةةرض لتكنيةة  تخةةر مةةن اختةة ال القةةوى  في
  ن (Wrench)        للولبي        ب       ودتياناب  مسى ا  (Force-Screw)                                       القوى الفراغي  إلى ما  مسى القوة البريمي  

                           الاز واج ي مسى محور اللولبية                                                       وهل عبارة عن قوة واز واج على خط عس  واتد. بم نى دن محور 
                                     ا جةا ت التمةسي  اللولبية  دو القة و  لأن                                          ا ور المرك سين هو نفم  خط عس  القةوةن ومةن هنة    دو

  .(2.13)                      ب                                   عس  القوة والاز واج م اب   بهان عس  ممسار الق و . انلر رك  
 شكل

2.13 RW

المحور المركزي

 (Wrench)اللولبية 
 

              خهةةةوة اللولبيةةة                                   س مقةةةدار القةةةوةن كسةةةا  وجةةةد مةةةا  مةةةسى                                 هةةةذا وتوجةةةد للولبيةةة  رةةةدة م ينةةة  تمةةةاو 
(Pitch)قدارس ك  من القوة والاز واج كسا سنرى.                 ن وهل ت تسد على م                                     

                   لنفةةرض دن فئةة  القةةوى  
      

1

n
i i

F

→

=
R                           قةةد دمكةةن اخت الهةةا إلى القةةوة   

→

OQ         والاز واج   
→

           عنةةد نقهةة  

         إذا كانةةت       الآنن  .      نهسةةا                    بحيةةث كانةةت ال او ةة  ،ي   نO     الأصةة  
2


 R          فةةإن القةةوة   =

→

         والاز واج   

OQ
→

R                          يمكةةن اخت الهسةةا إلى نفةةس القةةوة   
→

                              عسةة  تخةةرن دمةةا إذا كانةةت ال او ةة                فقةةط ولكةةن في خةةط   
                  ينهسا ليمت قا س  ي ،

2


 .ين فالأمر يختلف              
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OQ                                   ل ةذا  عنةا نقةةو  ،تحلية  متجةة  الاز واج 
→

R                     في اسةاهل خةةط عسة  القةةوة   
→

                 ن والاسةاة ال سةةو س 
  .(2.14)               علي  كسا في رك  

 شكل
2.14 

O y

x

z

Q
O

(0,0,0)

Q
O sin(  )

Q
O

cos(  )

R

Q
O

cos(  )

R

(Wrench)اختزال فئة من القوى إلى لولبية 

(Wrench)لولبية
P( x, y, z )

 
R  ة                              وفي هذة اكال  يمكن اخت ال القو 

→

)         والاز واج    )sinOQ 
→

R           ،قوة وتيةدة   
→

              مقةدارها  مةسى  
)                                              ن وهةةةل ت سةةة  في خةةةط عسةةة  تخةةةر  قةةةع في ممةةةتوى يمةةةر للنقهةةة               شددداة البولبيدددة  " ), ,P x y z  

,                          الممتوى الذس  قع في  ك  مةن            وعسو س على   OR Q
→ →

)                   ن وبحيةث تب ةد النقهة   ), ,P x y z   عةن   
)     ماف    الم  O          نقه  الأص   )sinOQ

R

.  

)                         دما للنمب  لمركب  الاز واج  )cosOQ 
→

   وة                               از   لنفمها لت س  في خةط عسة  القة               فيسكن نقلها مو   

R
→

)         د النقهةة    عنةة   ), ,P x y z ب                                   ن وهةةل تحةةدن  وراناب في الممةةتوى ال سةةو س علةةى خةةط عسةة  القةةوة               

R
→

)           عند النقه     ), ,P x y zسةاة                                . فإذا  رمة نا  لمركبة  الاز واج في ا    R
→

W      للرمة    
→

             ن دس إذا كةان 

( )cosOW Q 
→ →

                        ن فإننا رةد دن فئة  القةوى = 
      

1

n
i i

F

→

=
R  ة                       قةد دمكةن اخت الهةا إلى قةو   

→

        واز واج   

W
→

     بيددة          خطددوة البول           هةةذان وت ةةرف                اللولبيةة .                              في خةةط عسةة  واتةةدن وهةةو مةةا  هلةة  عليةة        سةة ن   

(Step-Size)   ي رم  لها عا ة للرم                     h  ين على دما المقدار                 
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(2.59)     
W

h W hR
R

=  = 

           دمةا اساههةا    نR                            ب   مةا هةو إلا خهةوة اللولبية  مطةرولب في   W                ار عة   اللولبية                      الأمر الذس   ني دن مقد

R         نفس اساة      فهو
→

)    عند    ), ,P x y zن دس دن        
 

(2.60) ˆ R R
W WR W hR h R

R R

→ →
→ →

= = = = 

     ب    د طاب فإن
 
 

(2.61) ( )
( )cos

cos O O
O

RQ R Q
W Q

R R




→ →


= = = 

)         وإذا كان  ), ,R X Y Z
→

)       ن وكان  ), ,OQ L M N
→

   دن         ا   ن عند ذا رد
 
 

(2.62) 2 2 2

LX MY NZ
W

X Y Z

+ +
=

+ +

 

            وهكذا رد دن
 
 

(2.63) 2 2 2

W LX MY NZ
h

R X Y Z

+ +
= =

+ +
  

)                            هذان ولت ي  إتداةيات النقه   ), ,P x y z   على خط عسة  القةوة                 R
→

                    ن دو للأتةرى علةى ا ةور 

)                      نقهةةة  الأصةةة  ود ةةة  نقهةةة                        المركةةة س رةةةد دن الممةةةاف  ،ةةة  ), ,P x y z    علةةةى خةةةط عسةةة           R
→

   هةةةل   
( )sinOQ

R

ن وللتا   فإن              

 
 

(2.64) ( (
( ) ( )

2

sin sinO OQ RQ
OP

R R

 →

= = 

OP          ولأن المتج  
→

,                                عسو س على الممتوى الذس يحوس ك  من    OR Q
→ →

        إذن فإن  
 
 
 

(2.65) 2
OR Q

OP
R

→ →
→ 

= 

   دو
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(2.66) 2

ˆ ˆ ˆ

1ˆ ˆ ˆ

i j k

xi yj zk X Y Z
R

L M N

+ + = 

                        تيث رد بمقارن  الهرف  دن
 
 

(2.67) ( ) ( ) ( )
2 2 2

1 1 1
, ,x YN ZM y ZL XN z XM YL

R R R
= − = − = − 

)                               نقهة  وهولة  علةى ا ةور المركة س هةل                    ا كانةت إتةداةيات د ة     فإذ ), ,x y z ن وكانةت        ( , , )X Y Z  
)                                           ا                      هةةل مركبةةات القةةوة في اسةةاة ا ةةاور الأساسةةي ن عند ةةذا يمكةةن ة بم لوميةة  النقهةة   ), ,P x y z   ة دن     

R           خط عس             رك س يم ا ل                   نوجد م ا ل  ا ور الم
→

    ورة                ين القياسي  في الص

 
 

(2.68) 
x x y y z z

X Y Z

− − −
= = 

 

 مثال

2.7 
                  تةةيةر خمةةس قةةةوى فراغيةة    

       
5

1i i
F

→

=
         مةةن وتةةةدات   1,2,3,4,5                            مقا  رهةةا ة علةةى الترتيةة  ة هةةل:   

            . اخت ل فئ  (2.15)   ك                    من الأقدا ن كسا في ر  1,2,3    هل:            ي ت د، ا ة                      الباوند في متوازس ممته
                                                      القوى إلى لولبي ن ودوجد الم ا ل  القياسي   ورها المرك س.

 

 شكل

2.15 

 

x

y

z

(1,2,0)

2F

(0,2,0)

(0,2,3)

(1,0,3) (1,2,3)

3F

1F5F

4F

O

 
 

 

R       إلى قوة                       نخت ل فئ  القوى الم هاة    الحل
→

0Q  ج        واز وا   ن 
→

      بما دن   .O                عند نقه  الأص  ن 
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(i) 
1 2 3 4 5

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,  2 ,  3 ,  4 ,  5F k F i F j F j F i
→ → → → →

= − = − = − = = 

        إذن فإن
(ii) ˆ ˆ ˆ3  R i j k

→

= + −  

       ا    وعند ذ  فإن
(iii) 3, 1,  1X Y Z= = = −  

0Q    ب                  د طاب فإن الاز واج ا ص  
→

    هو   
 
 
 

(iv) 0

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

0 2 0 1 0 3 1 2 0 0 2 3 1 2 3

0 0 1 2 0 0 0 3 0 0 4 0 5 0 0

i j k i j k i j k i j k i j k

Q
→

= + + + +

− − −

 

0Qيمكن دن نحص  على الاز واج ا ص   (iv)، د ف  ا د ات في الهرف الأيمن من 
→

في  
 الصورة

(v) 
0

ˆ ˆ ˆ14 9 13Q i j k
→

= − + − 
 

      رد دن  (2.27)               إذنن من الصورة 
 

(vi) 14,  9,  13L M N= − = = −  

R              دن ال او   ،    (v) ,(ii)            من الم ا لت       ب ب اب       واضح ط
→

0Q          والاز واج    
→

                  ليمت قا س  تيث دن  

( ) ( )0 3,1, 1 14,9, 13 42 9 13 20 0R Q
→ →

 = −  − − = − + + = −  
سوف نخت لها إلى قوة مفر ة. لكن على د   تال فئ  القوى لايمكن اخت الها إلى  وللتا  فإن
 رد دن ردة اللولبي  هو المقدار (ii)الم ا ل  لولبي . من 

(vii) 9 1 1 11R = + + = 

                              رد دن ع   اللولبي  هو المقدار   (2.61)    ب            د طاب من الم ا ل  
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(viii) 
20

11

OR Q
W

R

→ →

 −
= = 

 ةر ة في الصو  (2.63)             ب          فنجدها ة طبقا  للس ا ل  دما خهوة اللولبي    
 

(ix) 20

11
h

−
= 

R                                                    هذان ولت ي  م ا لتي خط عس  ا ور المرك س يخط عس  القوة 
→

            ب                 ين نوجد ة دولاب ة إتداةيات د    
)     نقه   ), ,x y z  ن تيث رد دن(2.67)      تخدا                      على هذا الخطن وذل  لس            

 

(x) 
22 25 23

,   ,   
11 11 11

x y z
− −

= = = 

 

                                                      وهكذا رد دن الم ا ل  القياسي  للسحور المرك س للولبي  هل
 

 

(xi) 2 11 25 11 23

3 11 11

x y z+ − −
= =

−
  

 

)    تيث  ), ,x y z    ا ور المرك س.                             هل د   نقه  وهول  على خط عس             
 

 

                                                 ــــــم متماسك  تحت تاثير فئة من القوى الفراغية                     شــــــروط  اتزان جس   2.12
 

                                                                                  رد نةا فيسةةا سةةب  دن د ة  فئةة  مةةن القةةوى الفراغية  يمكةةن دن  تةة ل إلى قةوة واتةةدة يتمةةسى ا صةةل ين 
   نة                           عسو  ة  علةى ذلة  الاز واج فإ                                 نقه  م ين ن فإذا كانت هةذة القةوة                      واز واج  محص  وتيد عند 

                                                 ذة القةةوة الوتيةةدة فقةةطن ولكةةن بخةةط عسةة  مختلةةف. دمةةا إذا           ا                   يمكةةن عند ةةذا  اخت الهسةةا إلى نفةةس هةة
                                                                               كانت ال او   ،  القوة والاز واج ليمت قا س  ففل هذة اكال  يمكن الاخت ال إلى لولبي .

                           ثةةة  فئةة  مةةن القةةوى الةراغيةة                               دنةة ن لدراسةة  اتةة ان جمةةم واقةةع تحةةت       ب                  انه قةةاب مةةن هةةذا المفهةةو  رةةد 
                                                   دراس  القوة ا صل  الوتيدةن والاز واج ا ص ن دو  راسة                                  المتفرق ن  كون من الأسه  دن نقو  ،

                                                                        القوة ا صل  فقط يفي تال  ما تكون هذة القوة عسو    على ذل  الاز واج ا ص ين.



 Force Screw , wrench Moments and Reduction of Forces ,ــ  العزوم  واختزال القوى الفراغية  ▪ 2الباب 

 Prof. Dr. E. S. Shoukrallaكرالله ـــ إميل ش  /أ.د.

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

105 

                      فراغي  هو دن  ت رى ك                              تساس  تحت ثة  فئ  من القوى ال                            وهكذا رد دن رروا ات ان جمم م

R           لقوة ا صل      من ا
→

Q                ن والاز واج ا ص  
→

                                          ؛ و،لة  الم ةا لات فهةذا   ةني دن رةرا اتة ان جمةم 
   هو

 (2.69) 0,   0R Q
→ →

= = 

 لات تحول إلى المت م ا  (2.69) فإن ال را (2.29) - (2.19)ا لات وإذا ما استخدمنا الم 

(2.70) 0, 0,  0,  0,  0,  0X Y Z L M N= = = = = = 

                                                                                   إذا كانت فئ  القوى مخت لة  عنةد نقهة  الأصة . دمةا إذا كةان اختة ال القةوى  ةتم عنةد نقهة  دخةرى 
                 ة إلى المت م ا لات  (2.42)                 تحول ة لستخدا      (2.69)          فإن ال را 

(2.71) 0,  0,  0,  0,  0,  0X Y Z L M N= = = = = = 

              دن تت رى محصل                                            س  تحت ثة  فئ  من القوى المت قي  في نقه  فهو                       دما ررا ات ان جمم متسا
                       القوى فقطن بم نى دن  كون

 
 

(2.72) 0R
→

= 

   دو
 

(2.73) 
0,  0,  0X Y Z= = = 

          كةةةون                        لمتواز ةةة  فةةةإن الاز واج ا صةةة                            وى المت قيةةة  في نقهةةة  دو القةةةوى ا                   وذلةةة  لأنةةة  في تالةةة  القةةة
       ب من دماب.

 مثال

2.8 

              بحيةةةث ترتكةةة  علةةةى    نZ          ب                  وضةةة ت ردسةةةياب منهبقةةة  علةةةى محةةةور ة    ن   تةةةار  دم  10     طولهةةةا   AO           ذراع خفيفةةة    
    .O                        مفص  كروس عند نقه  الأص  

10Fˆ           تيةر القوة  i
→

)       النقه                      في منتصف الذراع عند  = )0,0,5Cر،ههةا                        . وكفأ توازن الةذراع تم      
)                       إلى مقةب  ثا،ةت عنةد النقهة    C              من المنتصف عنةد  )0, 4,5D          ن ور،ههةا CD              ،واسةه  الكا،ة    −

)        من نقه   )0,0,10A    إلى الوتد ال ا،ت عند النقهة                           ( )4,4,0B                ن في الكةا،ل ن            . دوجةد ال ةد−
  .O                        ر  ف   المفص  الكروس عند              وكذل  مقدار
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1          لكةةةا،ل  همةةةا                     نفةةةرض دن قةةةوى ال ةةةد في ا   الحل 2,T T
→ P         هةةةو القةةةوة   O                       ن ودن ر  ف ةةة  المفصةةة  عنةةةد →

→

  
  .(2.16)                                 المجهول  في المقدار والاساة. انلر رك  

 

 شكل

2.16 

x

D

A

y

B

O

1

C

F

T2T

z

P 
 القوى الميةرة على الذراع هل

1 1 1 2 2
ˆ ˆˆ10 ,  ,  ,  F i T T T T T j P

→ → → →

= = = − 
 دن وبما

1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ4 4 10 2 2 5ˆ

132 33

i j k i j k
T AB

 − + − − + −
= = = 

 إذن القوى الأر،ع الميةرة على الذراع هل 

( )1
1 2 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ10 ,  2 2 5 ,  ,  
33

T
F i T i j k T T j P
→ → → →

= = − + − = − 

P                بما دن ع   القوة 
→

                   إذن فإن متجة  ال ة      نO     نقه    ب               راب لأن القوة تمر لل         ماوس صف  O         تول نقه    
   هو  O                    هاة تول نقه  الأص                                         ا ص  دو وسوع متجهات ع و  القوى ال  ن الم

 1

2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

0 0 5 0 0 10 0 0 5
33

10 0 0 2 2 5 0 0

O

i j k i j k i j k
T

Q

T

→

= + +

− − −

 

( ) ( ) ( )1
2

ˆ ˆ ˆ ˆ50 20 20 5
33

T
j i j T i= + − − + 
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 دو
 
 

(ii) 
1 1

2
20 20ˆ ˆ5 50

33 33
O

T T
Q T i j
→    

= − + + −   
   

 

 

 دن (2.27) رد من وللتا 
1 1

2
20 20

5 ,  50
33 33

T T
L T M= − + = − 

 إذن فإن دن تت ريان يج  L, M رد دن المركبت  (2.70)بما دن المجسوع  مت ن ن إذن من و 
1 1

2
20 20

5 0,  50 0
33 33

T T
T− + = − = 

 ومن هات  الم ا لت  رد دن

1 2
5 33

,   10
2

T T= = 
    رىن                   ى المجسوع  يج  دن تت                  رد دن محصل  ك  قو   (2.70)      نن من     ب                        د طابن بما دن المجسوع  مت ن ن إذ

      دس دن

( )1
2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ10 2 2 5 0
33

T
i i j k T j P

→

+ − + − − + = 
                               وللتا  فإن قوة ر  ف   المفص  هل

( )5 25ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ10 2 2 5 10 15 15
2 2

P i i j k j i j k
→

= − + − + − + = − + − 
 إذن

24.6P  

 
 

 مسائل 2 13.

ˆ               إذا دةةةةةةرت القةةةةةوة   (1) ˆ ˆ3 7F i j k
→

= −                              الأصةةةةة  فسةةةةةا هةةةةةو ع مهةةةةةا تةةةةةول النقهةةةةة           ن في نقهةةةةة  +
( )4,4,6P.  
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45            وتصةنع زاو ة   KN 40                       نقه  الأص  لقةوة مقةدارها               دوجد ال    تول   (2)
   مةع محةور       y    وزاو ة       

60
   مع محور       z  قه         وتمر للن    ( )1,0,0.  

)                     دوجةةةد ال ةةةة   تةةةةول النقهةةة   (3) )2,2, 3G            تمةةةةر للنقهةةةة               وتةةةدة نيةةةةوتنن و  4             لقةةةةوة مقةةةةدارها   −
( )3,2, 1P )                             وتتناس  جيوب تما  خط عسلها مع   − )2,3,1 

  .EA          تول ا ور  (2.17)    رك                             القوة الميةرة في المك   كسا في        ع  ع     (4)
 شكل

2.17 

x

y

z

O

F

A

BC

D
E

F G 
ˆ                    دوجةد متجة  عة   القةوة   (5) ˆ ˆ2E i j k

→

= − + )                     ن والةةتي تةيةر في النقهة  +            تةول محةور يمةةر   1,2,1(

ˆ                        ،نقه  الأص  في اساة المتج   ˆ2 3B i k
→

= −.  

1          المكونةة  مةةن                  اختةة ل فئةة  القةةوى  (6)
ˆ10F i

→

)              الةةتي تمةةر للنقهةة    = 2         ن والقةةوة 0,1,0(
ˆ30F k

→

=  
)              التي تمر للنقه                                 إلى قوة واز واج عند نقه  الأص .  1,0,0(

1F           كون من قةوة                       فئ  من القوىالفراغي  تت  (7)
→

  OX                          وخةط عسلهةا  نهبة  علةى محةور ةةة   نF         مقةدارها  

2F                    في الاسةةاة الموجةة ن وقةةوة 
→

)                               وتةةيةر في الممةةتقيم الةةذس يمةةر للنقهةة    F2        مقةةدارها      في   0,2,0(

3F     وقوة   نZ         اساة محور 
→

)             ها يمةر للنقهة               المقدار خط عسل       وهول                      . دوجةد رةرا دن تةيول 2,2,0(

3F                                      قوة وتيدةن ثم اتم  دق  مقدار للقوة                       هذة المجسوع  من القوى إلى
→

.  

                  تيةر خمس قوى فراغي   (8) 
       

5

1i i
F

→

=
            ن للإضةاف  إلى 1,2,4,8,16                     ا ة على الترتي  ة هل:        مقا  ره  

6F          قوة وهول  
→

6F        ر القوة            . دوجد مقدا(2.18)          كسا في رك      
→

                           بحيث تةيول هةذة القةوى إلى  قةوة   
       وتيدة.
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 شكل

2.18 

 

x

y

z

O
Fz

Fx

Fy6F

5F

4F

3F

1F

2F

 
 

 

 ن قوى فراغي  تيةر ة (9) 
       

3

1i i
F

→

=
متماو  ن مقدار ك  منها واتد نيوتن على جمم  

لولبي ن ودوجد الم ا ل  القياسي   ورها . اخت ل فئ  القوى إلى (2.19)متساس  كسا في رك  
 المرك س.

 

 شكل

2.19 

O
3F

1F

2F

(1,1,0)

(0,0,l)

x

y

z

 
 

              كسةا في رةك    لأص         هل نقه  ا  O    تيث    نOABC           ال  ةل                             تيةر در،ع قوى متماو   في الهر   (10)
                                                                  . اخت ل فئ  القوى إلى لولبي ن ودوجد الم ا ل  القياسي   ورها المرك س.(2.20)

 شكل

2.20 

 

x

y

z

O
B

A (1,0,0)

(0,1,0)

C (0,0,1)
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          كفةأ اتة ان   . O                            على مفص  كروس عند نقه  الأصة    .ft 10     طولها   AO                 ترتك  ذراع خفيف    (11)
)                ،هةةت  عنةةد النقهةةة           الةةذراع ر  )5,0,0B   كا،ةة         ،واسةةه     CB    طرفةة  الآخةةةر م بةةت عنةةد النقهةةة                          
( )0,0,5C ب               ة د طاب ة عند  النقه                    ن كسا ر،هت الذراع      ( )0,0,7E   واسه  كا،ة  تخةر،                DE    طرفة     

)                     الآخةةر م بةةت عنةةد النقهةة   )0, 5,7D 1            تةةيةر القةةوتان   . − 2
ˆ ˆ ,  2  F F i F F j

→ →

= −            علةةى الةةذراع   =
1                            اةبت دن  يج  دن  تحق  ال را:    نC           عند النقه  

2

7 2

10

T

T
              المجسوع  مت ن .        لكل تل    =

 

                       كفأ ات ان الذراع ر،هت     .O                            على مفص  كروس عند نقه  الأص    AO                 ترتك  ذراع خفيف    (12)
           ن كسةا ر،هةت C                             الآخةر م بةت في منتصةف الةذراع عنةد      رفة  ط  CB     كا،ة         ،واسةه   B           عنةد النقهة  

       . تةيةر D                          طرفة  الآخةر م بةت عنةد النقهة    DC                ،واسه  كا،  تخر   C             ب               الذراع ة د طاب ة عند  النقه  

1       القةةوتان  2,  F F
→   ن (2.21)           كسةةةا في رةةةك   C       لنقهةة      د ا                          تان في المقةةدار علةةةى الةةذراع عنةةة       المتمةةةاو   →

                       دوجد ال د ن في الكا،ل .
 شكل

2.21 

 

x

D

A

y
B

O

C

1T

2T

z

P

F1

2F

(0,2,0)

(1,0,0)

(-2,0,0)
(0,-1,1)

(0,0,2)
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