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  خامسةالمحاضرة ال

  ر) 208عادཥྌت تفاضلية عادية (م
  )الجيوفيزياء –الفيزياء  - الرياضيات  - حاسب العلوم (المستوى الثانى 

  

  الحلول الأساسية للمعادلات المتجانسة:  

  لنعتبر المعادلة التفاضلية  
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  يعرف كالآتي: L[y(x)]والمؤثر   < x < دوال متصلة في الفترة  p(x), q(x) حيث
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  فمثلاً:

      2
2

2
2 xxq

dx

d
xp

dx

d
xL 








  

   xqxxpx 222   

  كالآتي: [.]Lباستخدام المؤثر  (1)وعلى ذلك يمكن كتابة 

 L[y(x)] = 0 (1) 

  ):1نظرية (

  فإن التعبير الخطي (1)هما حلان للمعادلة  x(2y), x(1y(إذا كانت   

c1 y1 + c2 y2 

  ثوابت. 2c, 1cحيث  (1)هو أيضاً حل للمعادلة 
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  البرهان:

  فإن (1)هما حلان للمعادلة  x(2y), x(1y(بما أن   

   01 xyL ,     02 xyL  

 (1)  2211 ycycL    الأيسر من 

= c1L[y1] + c2L[y2] 

= c1(0) + c2(0) = 0 = (1) الأيمن من 

  . وهو المطلوب.(1)هو حل للمعادلة x(2y2c) + x(1y1c(أي أن 

  ):2نظرية (

 x(2y), x(1y(وكانت  <  x<  دوال متصلة في الفترة  p)x(q), x(إذا كانت   

  بحيث أن: (1)هما حلان للمعادلة 

 1 2 1 2 0y y y y   ,  x  (, )     (2) 

  فإن التعبير

     xycxycxy 2211   

  ثوابت. 2c, 1cحيث  (1)الحل العام للمعادلة هو 

  ملحوظة:

  هو: (2)يلاحظ أن الشرط   

     
   

1 2
1 2
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ويرمز له  Wronskiنسبة إلى العالم البولندي  Wronskianوسوف نسمي هذا المحدد بـ 
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  بالرمز

W(x) = W(y1, y2) 

  

 

  ):3نظرية (

x(1y ,(وإذا كانت  ), (دوال متصلة في الفترة  p)x(q), x(ا كانت الدوال إذ  

)x(2y  فإنه إما أن (1)هما حلان للمعادلة  

 W(x)  0  x  (, ) 

  .), (داخل الفترة  xوذلك لأي نقطة  W)) x 0   أو

  .Wتتلاشى عندها  (, )داخل الفترة  xبمعنى أنه لا توجد نقطة 

  البرهان:

  إذن (1)هما حلان للمعادلة  x(2y), x(1y(ن حيث أ

0111  qyypy  

0222  qyypy  

  والجمع يكون 1yوالثانية في  - 2yبضرب الأولى في 

     021211221  yyyypyyyy  (*) 

  وحيث أن:

  2121 yyyyxW   

  فإن:
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2121 yyyy
dx

dW   

  نحصل على (*)بالتعويض في 

0 pW
dx

dW
 

  وبحل المعادلة الأخيرة

  
 




x

dxxp

cexW  (3) 

  ثابت التكامل cحيث 

لا تساوي صفراً عند أي نقطة إلا إذا  W(x)وحيث أن الدالة الأسية لا تساوي صفراً فإن 

  . وهو المطلوب.xلجميع قيم  W(x) = 0فإن  c = 0وإذا كانت  c = 0كانت 

  ):4نظرية (

 x(2y), x(1y(وكان  ), (دوال متصلة في الفترة p)x(q), x(ت الدوال إذا كان  

هما دالتان غير مرتبطتان  x(2y), x(1y(فإن  W)) 2y, 1y 0وكانت  (1)حلان للمعادلة 

  بالصورة: (1)ويكون الحل العام للمعادلة  )linearly independent(خطياً 

y(x) = c1y1 + c2y2 

  البرهان:

  دوال مستقلة خطياً. 2y, 1yفإن  ) x(W 0ا كانت سوف نثبت أنه إذ  

  نضع

    02211  xycxyc  

  بإجراء التفاضل
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    02211  xycxyc  

  فإن محددة المعاملات 2c, 1cالمتجانستان الأخيرتان في المجهولين وبحل المعادلتان 

   
      0, 21

21

21 


yyW
xyxy

xyxy
 

  الحل الصفري، أي  أي أن الحل الوحيد للمعادلتين الأخيرتين هو

c1 = c2 = 0 

  ). W 0مستقلان خطياً (وذلك إذا كان  2y, 1yوعلى ذلك يكون 

  وقد بينا من النظرية السابقة أن التركيبة الخطية

   xycxyc 2211   

  . وهو المطلوب.(1)هي أيضاً حل للمعادلة 

  ):5نظرية (

 (1) للمعادلة x(2y(الثاني  فإن الحل (1)هي أحد حلي المعادلة  1y)x(إذا كانت   

  يحقق العلاقة 

      
 

x

dx
xy

xW
xyxy

2
1

12  (4) 

  حيث

  
 




x

dxxp

cexW  (3) 

لإيجاد الحل الثاني إذا علم الحل  (4) واستخدام (3)من  W(x)وعلى ذلك يمكن حساب 

  الأول.

  مستقلان خطياً. (أثبت ذلك). 2y, 1yويلاحظ أن 
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  ):1مثال (

  هو حل للمعادلة x) = x(1yبين أن   

   0221 2  yyxyx ; -1 < x < 1 

  ثم أوجد الحل الثاني.

  الحــل

  حيث أن  

  11  xy ,    01  xy  

 zero – 2x + 2x = الأيسر من المعادلة

= zero = الأيمن من المعادلة 

أي  (1)المعادلة على الصورة  الحل الثاني نكتبولإيجاد هو حل للمعادلة  x=  1yأي أن 

  أن:
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   2 2 2

1

1
y x cx dx

x x


  

2

1 1 2 1 2

1 1
cx dx

x x x

         

1 1 1
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2 1

x
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x x

       
 

1
ln

2 1

cx x
c

x

     
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  ادلات المتجانسة ذات المعاملات الثابتة:المع 

  هي معادلات على الصورة:  

 0
2

2

 cy
dx

dy
b

dx

yd
a  (1) 

  .ثوابت a, b, cحيث 

لذلك نفرض  ثابت مطلوب تعيينه. rحيث  rxeف نحاول أن نوجد الحل في الصورة سو

  أن:

rxey   

  وعلى ذلك يكون

rxrey  ,  rxery 2  

  يكون (1)في المعادلة  ''y, y', yبالتعويض عن 

  02  cbrarerx  

  فإن: 0rxeوحيث أن 
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02  cbrar  

  حلها يكون: بالمعادلة المميزةوهي تسمى 

a

acbb
r

2

42 
  

  ac4 – 2b 0 =   ا كانتمتساويتان إذ rوتكون قيمتي 

  ac4 – 2b 0 <  حقيقية مختلفة إذا كانت  r  وتكون قيم 

  ac4 – 2b 0 >  تخيلية (مترافقة) إذا كانت  rوتكون قيم  

  وسوف ندرس كل حالة على حدة.

 2r  1rحقيقية،  rإذا كانت  أولاً:

  حيث

a

acbb
r

2

42

1


 , 

a

acbb
r

2

42

2


  

  كن إثبات أن:وفي هذه الحالة يم

xrey 1
1  , xrey 2

2   

  كالآتي: (1)دوال مستقلة، وعلى ذلك هما الحلان الأساسيان للمعادلة التفاضلية 

 
xrxr

xrxr

erer

ee
yyW

21

21

21
21,   

     1 2

1 2 2 1, ; r r xW y y x r r e    

لعام . لذلك فإن الحلان مستقلان ويكون الحل ا W 0لذلك فإن   2r – 1r 0وحيث أن 

        بالصورة: (1)للمعادلة   xrxr ececxy 21
21  

  ثوابت اختيارية. 2c, 1cحيث 
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  ):1مثال (

  أوجد الحل العام للمعادلة:  

065  yyy  

  الحــل

rxeyنفرض أن     وعلى ذلك يكون  

rxrey  , rxery 2  

  ميزة بالصورةوالمعادلة الم

r2 + 5r + 6 = 0 

r1 = -2, r2 = -3 

  وعلى ذلك يكون الحل العام بالصورة:

  xx ececxy 3
2

2
1

   

042إذا كانت  ثانياً:  acb :فإن  

a

b
rr

221


  

  وعلى ذلك يكون أحد الحلول هو:

x
a

b

ey 2
1



  

  . كما سبق فإن:1yالثاني والذي يكون مستقل خطياً عن  ويكون المطلوب الآن إيجاد الحل

 
x

a

b
dx

a

b

eexyyW



;, 21  

  ويكون:
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   
x

a

b

x
a

b

x
a

b

xexxydxydx

e

e
ydx

y

W
yxy 2

1112
1

12







  

  وعلى ذلك يكون الحل العام بالصورة:

y(x) = c1 y1 + c2 x y1 

= (c1 + c2 x)y1 

  ):2مثال (

  أوجد الحل العام للمعادلة:  

044  yyy  

  الحــل

  هي: المميزةالمعادلة 

r
2
 + 4r + 4 = 0 

(r + 2)
2
 = 0 

r1 = r2 = -2 

  xexy 2
1

  

  وعلى ذلك يكون الحل العام بالصورة:

    xexccxy 2
21

 . 

042إذا كانت  ثالثاً:  acb  

فإن جذري المعادلة المميزة في هذه الحالة هما جذران مركبان مترافقان (وذلك   

  ثوابت حقيقية). ونفرض أنهما على الصورة: a, b, cلأن 
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r1 =  + i ,  r2 =  - i 

  . 1iحقيقية، كميات  ,  حيث 

  بعد قليل ولنبدأ بتعريف الدالة 2r, 1rوالآن نترك ذلك جانباً وسوف نعود لـ 

 f () = cos + i sin (*)  

  ويلاحظ أن:

f (0) = 1 

  يكون  النسبة إلىب (*)بتفاضل 




cossin i
d

df
  

 = i(cos + i sin) 

 = i f 

id
f

df
  

  بإجراء تكامل الطرفين، يكون

ln f = i + c 

  وعلى ذلك يكون c = 0ومنها فإن  f = 1عندما   = 0حيث أن 

ln f = i 

    ieif  sincos  

  وعلى ذلك يكون: Euler's formulaيلر والعلاقة الأخيرة تسمى بصيغة أو

ixexix  sincos  

ixexix  sincos  
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  بالجمع والطرح يكون:

 ixix eex 
2

1
cos ,   ixix ee

i
x 

2

1
sin  

  فإن الحلان للمعادلة التفاضلية هما 2r, 1rنعود الآن للمعادلة الميزة التي جذراها 

xixxr eey   1
1  

xixey  2  

  ولكي نبين أن هذان الحلان مستقلان فإن:

     xrr
xrxr

xrxr

err
erer

ee
xyyW 21

21

21

12
21

21 ;,   

  0 

  حلان مستقلان خطياً. 2y, 1yوعلى ذلك فإن  2r  1rلأن 

  نعود الآن للحل العام الذي يأخذ الصورة:

y(x) = c1y1 + c2y2 

   xixi ecec    21  

 xixix ecece   21  

    xixcxixce x  sincossincos 21   

    1 2 1 2cos sinxe c c x i c c x       

 xcxce x  sincos 21  . 
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  ):3مثال (

  أوجد الحل العام للمعادلة:  

y" + y' + y = 0 

  الحــل

  هي: المعادلة المميزة

r2 + r + 1 = 0 

 
2

3

2

1
ir 


  


2

1
 , 

2

3
  

  ل العام بالصورة:وعلى ذلك يكون الح

  






























xcxcexy
x

2

3
sin

2

3
cos 21

2 . 

  


