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  السادسةالمحاضرة 

  )ر 208عادཥྌت تفاضلية عادية (م
  )الجيوفيزياء –الفيزياء  - الرياضيات  - حاسب العلوم (المستوى الثانى 

  Euler's Equation  معادلة أويلر

  هي معادلات على الصورة:  

 02  yyxyx   (1) 

  ثوابت عددية. , حيث 

  ملحوظة: 

ولكننا لن نتعرض لنقط الشذوذ  regular singularيلاحظ أن نقطة الأصل هي   

ا حل في أي فترة لا تحتوي على نقطة له (1)في هذا المقرر وعلى ذلك فإن المعادلة 

  الأصل. وعلى ذلك فإننا سوف نبحث عن الحل في الصورة:

 rxy  , x > 0 

  ثابت مطلوب تعيينه. على ذلك يكون: rحيث 

1 rxry ,    21  rxrry  

  يكون (1)في المعادلة  "y, y', yبالتعويض عن 

   01  rrrx r  

  فإن:  rx 0وحيث أن 

r(r – 1) +  r +  = 0 

  وحلها هو:

     411
2

1 2 r  

  وهناك ثلاث حالات جديرة بالاعتبار
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  )4 - 21) -  0 <إذا كانت  أولاً:

  فإن:

r1  r2 

  وعلى ذلك فإن الحلان هما

1
1

rxy  , 2
2

rxy   

  لة إثبات أنهما مستقلان خطياً وعلى ذلك فإن الحل العام يأخذ الصورة:ويمكن بسهو

     xycxycxy 2211   

  ):1مثال (

  أوجد الحل العام للمعادلة:  

 032 2  yyxyx ; x > 0 

  الحــل

  نحصل على: rx=  yبالتعويض عن 

  012 2  rrx r  

 2r
2
 + r – 1 = 0 

 
2

1
1 r , r2 = -1 

  يأخذ الصورة: الحل العاموعلى ذلك فإن 

  
x

c
xcxy 2

1  ,      x > 0 

 – 4 0 =إذا كانت  ثانياً:
2

1) – ( 
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  في هذه الحالة تكون

2

1
21


 rr  

  وأحد الحلول يأخذ الصورة

  2

1

1



 xxy  

  (1)معادلة من ال Wولإيجاد الحل المستقل الآخر نحسب 

  



 xeexyyW x

dx
x ln

21 ;,  
  هو 2yوعلى ذلك فإن الحل الثاني 

  xy
x

dx
ydx

x

x
ydx

y

W
yxy ln11112

1
12  







 

  وعلى ذلك فإن الحل العام يأخذ الصورة

 y(x) = c1y1 + c2y2 

   xyxcc 121 ln  

  rxxcc ln21   

  ):2مثال (

  أوجد الحل العام للمعادلة:  

 0452  yyxyx , x > 0 

  الحــل

  ومشتقاتها يكون rx = yبالتعويض عن   
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xr(r
2
 + 4r + 4) = 0 

  هي: والمعادلة المميزة

r
2
 + 4r + 4 = 0 

 r1 = r2 = -2 

  وعلى ذلك فإن الحل العام هو:

   xcc
x

xy ln
1

212
  

 – 4 0 >إذا كانت  ثالثاً:
2

1) – (  

 ,  فقان وذلك إذا كانت هما عددان مركبان مترا 2r, 1rفي هذه الحالة فإن   

  أعداد حقيقة.

  نفرض أن:

r1 =  + i ,  r2 =  –  i 

  عدد مركب. rكانت ما في حالة إذا  rxوسوف نشرح معنى 

  نعلم أن

xrr ex ln  

    xixxii eeex lnlnln .     

xiex ln  

    xixx lnsinlncos    

  ادلة أويلر حيثنعود الآن للحل العام لمع

  1
1

rxxy  ,    2
2

rxxy   
  حلول مستقلة خطياً)  2y, 1y(حيث 
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y(x) = c1y1(x) + c2y2(x).  

   
1 2

i ic x c x       

    
    xicxcx

xicxcx
r

r

lnsinlncos

lnsinlncos

22

11








 

        xccixccx lnsinlncos 2121    

       xcxcxxy lnsinlncos 21   . 

  ):3مثال (

  لة:أوجد الحل العام للمعاد  

 022  yyxyx ; x > 0 

  الحــل

  ونعوض عنها وعن تفاضلاتها في المعادلة نحصل على rx=  yنفرض أن   

xr[r(r – 1) + 2r + 1] = 0 

 
2

31 i
r


  

 
2

1
 ,  

2

3
  

  وعلى ذلك فإن الحل العام بالصورة:

 




























 xcxc

x
xy ln

2

3
sinln

2

3
cos

1
21 . 

  

 
6 

    
  المعادلات الغير متجانسة من الرتبة الثانية:

  هي معادلات على الصورة:  

 y" + p(x) y' + q(x) y =g(x) (1) 

هي دوال متصلة (وذلك لضمان وجود الحل أو الحل الوحيد في حالة  p, q, gحيث 

  إضافة شرطان ابتدائيان).

  غير متجانسة لكون الطرف الأيمن منها لا تساوي الصفر. (1)لاحظ أن المعادلة 

  تعريف:

  ا المعادلةبأنه (1)تعرف المعادلة المتجانسة المناظرة للمعادلة   

 y" + p(x) y' + q(x) y = 0 (2) 

  نظرية:

هو مجموع التركيبة الخطية لحلين غير مرتبطان خطياً  (1)الحل العام للمعادلة   

  .(1)مضافاً إليه حل خاص يحقق المعادلة  (2)للمعادلة 

  البرهان:

هو  x(py(ونفرض أن  (2)هما حلان مستقلان للمعادلة  1y)x(2y), x(نفرض أن   

  حيث: y(x)هو  (1)والمطلوب إثبات أن الحل العام للمعادلة  (1)حل يحقق المعادلة أي 

 y(x) = c1y1(x) + c2y2(x) + yp(x) (3) 

  فإنهما يحققانها أي أن: (2)هما حلان للمعادلة  2y, 1yحيث أن كل من 

 







0

0

222

111

qyypy

qyypy
 (*) 

  فإن: (1)يحقق  pyوحيث أن 
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  xgqyypy ppp   (**) 

  (1)تحقق  (3)المعطاة بالمعادلة  y(x)والآن لنبحث إذا ما كانت 

 الأيسر من (1)     pp yycycxpyycyc 22112211  

  pyycycxq  2211  

         22221111 yxqyxpycyxqyxpyc   

    ppp yxqyxpy   

  فإن: (**) ,(*)وباستخدام 

 c1zero + c2zero + g(x) = الأيسر من (1)

= g(x) = (1) يمن منالأ  

  .(1)هي الحل العام للمعادلة الغير متجانسة  (3)أي أن 

  للمعادلة الغير متجانسة بطريقة المعاملات الغير محددة: pyأولاً: إيجاد الحل الخاص 

  نفرض أن:

   




 

x

x
axaxaexg n

nnx




sin

cos
...1

10  

  .غير سالب صحيح nثوابت،  , , na, …, 1a, 0aحيث 

  في الصورة: pyنبحث عن الحل الخاص 

 
  xBxBxBe

xAxAxAey

n
nnx

n
nnx

p








sin...

cos...
1

10

1
10








 

  ), iBثوابت مطلوب تعيينها (لاحظ الفرق بين  nB, …, 1B, 0B, nA, …, 1A, 0A حيث
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  ملاحظة هامة:

أي حد من الحل الخاص على صورة أي من الحلين أن يكون  لا يجبيلاحظ أنه 

  الأساسيان للمعادلة المناظرة المتجانسة. 

لاً (على شكل) أحد الحلول الأساسية للمعادلة وإن وجد أحد الحدود من الحل الخاص مماث

  والأمثلة سوف توضح ذلك. xالمتجانسة المناظرة فإنه يجب ضرب الحل الخاص في 

  ):1مثال (

  أوجد الحل الخاص ثم الحل العام للمعادلة:  

y" – 3y' – 4y = 4 x2 

  الحــل

  يلاحظ أن المعادلة المناظرة المتجانسة هي:

y" – 3y' – 4y = 0 

  لها الأساسية هي:وحلو

xey 4
1  , xey 2  

  ولإيجاد الحل الخاص يلاحظ أن:

g(x) = 4x2   =  = 0,  n = 2 
  بالصورة: pyوعلى ذلك فإننا نبحث عن 

yp = A0 x2 + A1 x + A2 
  وعليه

102 AxAy p  , 02Ay p   

  فاضلاتها في المعادلة الغير متجانسة يكونوت pyبالتعويض عن 
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    44232 21
2

0100  AxAxAAxAA  

  المختلفة يكون xوبمقارنة معاملات قوى 

A0 = -1, 
2

3
1 A , 

8

13
2


A  

  تصبح pyوعلى ذلك فإن 

8

13

2

32  xxy p  

(الحلول الأساسية  xeو أ xe4يلاحظ أنه لا يوجد حد في الحل الخاص على شاكلة 

  للمعادلة المتجانسة المناظرة) وعلى ذلك فإن الحل العام للمعادلة الغير متجانسة هي:

 
8

13

2

324
21   xxececxy xx  

  ):2مثال (

  أوجد الحل العام للمعادلة:  

y" – 3y' – 4y = 2 sin x 

  الحــل

  ناظرة هي:المعادلة المتجانسة الم  

y" – 3y' – 4y = 0 

  وحلولها الأساسية هي:

xey 4
1  , xey 2  

  كذلك يلاحظ أن:

g(x) = 2 sin x 
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  وعلى ذلك فإن:

n = 0,  = 1,  = 0 

  بالصورة pyوعلى ذلك نبحث عن الحل الخاص 

yp = A0 cos x + B0 sin x 

  وعليه يكون

xBxAy p cossin 00  , 

xBxAy p sincos 00   

  وتفاضلاتها في المعادلة الغير متجانسة pyبالتعويض عن 

   
  xxBxA

xBxAxBxA

sin2sincos4

cossin3sincos

00

0000




 

  في الطرفين sin x, cos xبمقارنة معاملات 

-5A0 – 3B0 = 0, 3A0 – 5B0 = 2 


17

3
0 A , 

17

5
0


B  

  يأخذ الصورة: الحل الخاصأي أن 

   xxxy p sin5cos3
17

1
  

  هو: والحل العام

   xxececxy xx sin5cos3
17

1
2

4
1   . 
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  ):3مثال (

  أوجد الحل العام للمعادلة:  

xeyyy  43  

  الحــل

  الحلول الأساسية للمعادلة المتجانسة هي:  

xey 4
1  , xey 2  

  xexg   

  = -1, n = 0,     = 0 

  في الصورة الآتية: pyلذلك نبحث عن 

  x
p eAxy  0  

 x
p eAy  0 , x

p eAy  0  

  وتفاضلاتها في المعادلة يكون: pyبالتعويض عن 

  xxxx eeAeAeA   000 43  

  نجد أن: xeوبمقارنة معاملات 

xx ee  .0  

  وهذا غير معقول.

xeAوالخطأ هنا أن الحل الخاص الذي نبحث عنه بالصورة  
هو أحد الحلول  xeولكن  0

وعلى ذلك  xالأساسية للمعادلة المتجانسة المناظرة. لذلك يجب ضرب الحل الخاص في 

  ة:يجب أن نبحث عن الحل الخاص في الصورة الآتي
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  x
p xeAxy  0  

     x
p exAxy  10 ,      x

p exAxy  20  

  وتفاضلاتها في المعادلة التفاضلية يكون pyبالتعويض عن 

     xx exxxeA   41320  

xx eeA   05  

 
5

1
0 A  

  بالصورة: الحل الخاصأي أن 

x
p e

x
y 

5
 

  بالصورة: والحل العام

  xxx e
x

ececxy  
52

4
1  

  ):4مثال (

  أوجد الحل العام للمعادلة:  

xxxeyy x 2sin4   

  الحــل

  الحلول الأساسية للمعادلة المتجانسة المناظرة هي:

y1 = sin 2x,  y2 = cos 2x 

  وحيث أن:
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  xxxexg x 2sin  

  لذلك نبحث عن الحل الخاص بالصورة:

        xCxCxBxBeAxAxy x
p 2sin2cos 101010   

ضرب هذا الجزء  يجبيظهران في الحلول الأساسية لذلك  x2 , cosx2 sinوحيث أن 

  بالصورة: pyأي يجب أن نبحث عن  xمن الحل الخاص في 

       2 2
0 1 0 1 0 1cos 2 sin 2x

py x A x A e B x B x x C x C x x       

ppبحساب  yy    والتعويض في المعادلة المعطاة ومقارنة المعاملات نحصل على: ,

5

1
0 A , 1

2

25
A


  

8

1
0


B , B1 = 0 

C0 = 0, 
16

1
1 C  

  وعلى ذلك فإن الحل العام بالصورة:

   
2 1

sin 2 cos 2 sin 2 cos2 5 2
16 8 25

xx x
y x x x x x x e        
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  طريقة تغيير البارامتر:

  سوف نعطي طريقة أخرى لإيجاد الحل الخاص للمعادلة  

 y" + p(x)y' + q(x)y = g(x) (1) 

  هي: (1)حيث المعادلة المتجانسة المناظرة للمعادلة 

 y" + p(x)y' + q(x)y = 0 (2) 

  هما: (2)ونفرض أن الحلان الأساسيان المستقلان للمعادلة 

y1(x),  y2(x) 

  حيث: hyهو  (2)والحل العام للمعادلة 

yh = c1y1(x) + c2y2(x) 

وذلك لإيجاد  xدوال في المتغير  2c, 1cوهذه الطريقة تعتمد على أننا نفرض أن الثوابت 

  في الصورة: pyالحل الخاص، أي أننا سوف نبحث عن الحل الخاص 

yp = u1(x)y1(x) + u2(x)y2(x) 

وتفاضلاتها يجب أن تحقق المعادلة  pyيلاحظ أن  x(2u), x(1u(جد يجب أن نو pyولإيجاد 

لذلك يحق لنا  x(2u), x(1u(بها مجهولين هما  pyوحيث أن  (1)التفاضلية الغير متجانسة 

يسهل وهذا الشرط اختياري وسوف نختاره بحيث  2u, 1uأن نضع شرط واحد على الدوال 

  الحسابات. لذلك:

   22112211 yuyuyuyuy p   

  وكما قلنا سوف نختار الشرط الآتي لتسهيل الحسابات لذلك نفرض أن:

 02211  yuyu  (3) 

pyفإن  (3)وباستخدام   :تأخذ الصورة  

2211211 yuyuyuyuy p   
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  يكون: (1)وتفاضلاتها في المعادلة  pyبالتعويض عن 

         
 xgyuyu

yxqyxpyuyxqyxpyu




2211

22221111  

  فإن: (2)هما حلان للمعادلة المتجانسة  2y, 1yوحيث أن 

  xgyuyu  2211  (4) 

uu,21في المجاهيل  (4) ,(3)بحل المعادلتين   نحصل على  

2121

2
1 yyyy

gy
u




 ,  1
2

1 2 1 2

y g
u

y y y y
 

 
 

  يلاحظ أن

  0, 212121  yyyyyyW  

  مما سبق يمكن صياغة النظرية التالية:

  ظرية:ن

في المعادلة  (, )دوال متصلة في الفترة  p(x), q(x), g(x)إذا كانت   

فإن الحل  (2)هما الحلول الأساسية للمعادلة المتجانسة  2y, 1yوكان  (1)التفاضلية 

  يكون بالصورة: (1)للمعادلة  pyالخاص 

        
       

  dx
yyW

xgxy
xydx

yyW

xgxy
xyxy p

21

1
2

21

2
1 ,,

 (5) 
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  ):1مثال (

  أوجد الحل العام للمعادلة   

 y" + y = sec x; 
2

0


 x  

  الحــل

  المعادلة المتجانسة المناظرة  

y" + y = 0 

  وحلولها الأساسية هما:

y1 = cos x,  y2 = sin x 

  وعلى ذلك

  1
cossin

sincos
, 21 




xx

xx
yyW  

  تصبح pyفإن  (5)وباستخدام 

  xxxx

dxxxxdxxxxy p

sincoslncos

seccossinsecsincos



   

  وعلى ذلك فإن الحل العام هو

   
     xxcxxc

xxxxxcxcxy

sincoscosln

sincoslncossincos

21

21



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  ):2مثال (

  أوجد الحل الوحيد للمعادلة الآتية:  

        xeyy 2 , y(0) = 0,  y'(0) = 0 

  الحــل

  المعادلة المتجانسة المناظرة هي:  

y" – y = 0 

  وحلولها الأساسية هما

xey 1 ,  xey 2  

  وبالتالي

211 







xx

xx

ee

ee
W  

  هو pyفإن الحل الخاص  (5)وباستخدام 

2 2

2 2 2

1 1

2 2
1 1 1

2 6 3

x x x x x x
p

x x x

y e e e dx e e e dx

e e e

  

  

 
 

  وعلى ذلك فإن الحل العام بالصورة:

  xxx eececxy 2
21 3

1
   

  لإيجاد الحل الوحيد نستخدم الشروط

y(0) = 0, y'(0) = 1 
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       1
3

1
110 21  cc   0

3

1
21  cc  

     
3

2
111 21  cc    1 2

2
1

3
c c    

2

1
1


c , 

6

1
2 c  

  هو: الحل الوحيدويكون 

  xxx eeexy 2

3

1

6

1

2

1
  . 

 


