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  بعةالمحاضرة السا

  ر) 208عادཥྌت تفاضلية عادية (م
  )الجيوفيزياء –الفيزياء  - الرياضيات  - حاسب العلوم (المستوى الثانى 

  Dالمؤثر باستخدام  للمعادلة الغير متجانسة pyإيجاد الحل الخاص 

  :Dالمؤثر 

ر على أنه المؤث Dيعرف المؤثر   
dx

d
  وعلى ذلك يكون 

2

2
2

dx

d
D   

   3

3
3

dx

d
D  ,… 

n

n
n

dx

d
D   

  عدد صحيح موجب. nحيث 

  :Dجبر المؤثر 

  يكون Dلاحظ أن من تعريف المؤثر  -1

D 0 y = 1 . y = y 

2-      y n+m D) = y nD (m D  

  صحيحة. أعداد m, nحيث 

  دوال تفاضلية فإن: u, vإذا كانت  -3

D(u  v) = D u  D v 

  ثابتة فإن: إذا كانت  -4
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 D ( y) =  D(y), D() = 0 

    

5-      )v(n D  )u(n  D) = v  u(n  D  

  ):1مثال (

  احسب قيمة   

 52sin4  xxDn  

  الحــل

       2 4 2 4 2 2sin 2 5 sin 2 5D x x D x D x D      

xx

xx

2sin412

02sin412
2

2




 

وذلك لاستخدامها كإحدى  Dت الأساسية المتعلقة بالمؤثر والآن نعرض لبعض النظريا

   الطرق لإيجاد الحل الخاص للمعادلات التفاضلية

  كثيرة حدود حيث: F(D)نفرض أن   

   nn
nn aDaDaDaDF  


1
1

10 ...  (1) 

  حيث

 ai = ai(x), n صحيح موجب 

  فإن المعادلة التفاضلية لها الصورة: F(D)لاحظ أن من تعريف 

     xgayayaya nn
nn  


1
1

10 ...  

  تأخذ الشكل الآتي:
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F(D) (y) = g(x) 

ثم معنى  D(F(نعود الآن لنذكر بعض النظريات التي يحققها وبالتالي  DF

1
  

  أولاً: 

xneDمعنى    ثم  xF D e  ثم 
xe

DF
1

  

  لاحظ أن:

xx eDe   , 

2 2x x

n x n x

D e e

D e e

 

 









  

  يكون: (1)التي في  F(D)ومن تعريف 

   

 
  x

x
n

nn

x
n

xnxn

x
n

xnxn

x
n

nnx

eF

eaaa

eaeaea

eaeDaeDa

eaDaDaeDF



































...

...

...

...

1
10

1
10

1
10

1
10

 

  = ثابت) F()(لاحظ أن 

  وعلى ذلك يكون:

     xx eeDF
DF

 
1
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 
    1 x xF e e

F D
    

      xx ee
DF

F  
1

 

     
xx e

F
e

DF



11

   

  F()  0حيث 

  ):1مثال (

  أوجد الحل العام للمعادلة:  

xeyyy 26   

  الحــل

  حل المعادلة المتجانسة كما هو معلوم  

xx ececy 2
2

3
1

  

  ول المعادلة هي:نق Dولإيجاد الحل الخاص باستخدام المؤثر 

(D
2
 – D – 6) y = 2 e

x
 

  حيث

F(D) = D
2
 – D – 6 

   x
p e

DF
y 2

1
  

  = 1حيث 
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  

 

x

x

x

x

x

e

e

e

e
F

e
DF

3

1
6

2
611

1
2

1
2

1
2















 

  وعلى ذلك يكون الحل العام للمعادلة بالصورة الآتية:

xxx eececy
3

12
2

3
1   . 

  ):2مثال (

  أوجد الحل الخاص للمعادلة:  

xeyyy  32  

  الحــل

  المعادلة لها الصورة  

  xeyDD  322  

  حيث

 F(D) = D2 + 2D + 3,  = -1 

      0231211 2 F  
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     F

e
e

DF
y

x
x

p


 

1
 

xe
2

1
 

  ):3مثال (

  أوجد الحل الخاص للمعادلة:  

xeyyy  2  

  الحــل

  وكذلك  = 1لاحظ أن   

  22  DDDF  

    02111  FF   

  واضح أن العلاقة السابقة لا يمكن استخدامها... لماذا؟؟

  لذلك سوف نذكر النظرية التالية التي تسمى بنظرية الإزاحة.

 ً للآتي  v = v(x)سوف نوجد معنى  :ثانيا veD xn   ثم  veDF x ثم 

  ve
DF

x1
  

  لاحظ أن:

  veDveveD xxx    

 vDe x    

  = ثابت... كذلك لاحظ أن 
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   

 

 
 
   
 

2

2

.x x

x

x

x

x

x

D e v D D e v

D e D v

V

D e V

e D V

e D D v

e D v

 















 





 
   
  



 

     

 



 

    vDeveD nxxn    

  وعلى ذلك

     
   
  
 vDFe

vaDa

DaDae

veaDaDaDaveDF

x

nn

nnx

x
nn

nnx




























1

1
10

1
1

10

...

...

 

  وعلى ذلك فإن:

     11

1
veveDF

DF
xx    

      11

1
vevDFe

DF
xx     

    v =  1v) +  D(F                           نضع
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   vDF
v




1
1  

      vDF
eve

DF
xx







11
 

  ) 3ولبيان كيفية وفائدة نظرية الإزاحة نعود إلى مثال (

  نعلم أن

F(D) = D
2
 + D – 2 

  والمعادلة على الشكل F() = 0ومنها   = 1حيث 

   xeyDF   

 
  

  1.1

1

x

x
p

e
DF

e
DF

y




 

  استخدام نظرية الإزاحة يكونوب

  

   
 

  13

1

1
211

1

1
1

2










DD
e

DD
e

DF
ey

x

x

x
p 

 

 






 1

3

11

DD
e x  
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 






 0

3

11
e

DD
e x  


















3

11

30

11

D
e

D
e

x

x

 

 11
3 D
ey x    (*) 

وتطبيق المؤثر   = 0e1لا يمكن اعتبار  (*)في الخطوة 
D

1
عليها لأنه في هذه الحالة  

يكون المقام صفراً... ولإنهاء المسألة لا بد وأن نعرف المؤثر سوف 
2-

D, 
1-

D .وهكذا  

  نفرض أن:

 dxyyI  

  وبإجراء تفاضل الطرفين يكون

 ydx
dx

d
yI

dx

d
 

 D I y = y 

 
D

I
1

  

ويتضح من ذلك أن 
D

D
11   فمثلاً تعني عملية التكامل  

    xdxD
D

  11
1 1  
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  433

4

11
xdxxx

D
   

  وعلى ذلك يكون

      2
2 2

11
1

11
1

1
xx

DDDD








  

  وهكذا

  يكون في (*)بالعودة الآن إلى الخطوة 

 

x

x

x
p

e
x

xe

D
ey

3

.
3

1

1
1

3

1







 

  وهو الحل الخاص بالمسألة.

  ):4مثال (

  أوجد الحل الخاص للمعادلة:  

y" – 2y' = 3 

  الحــل

F(D) = D
2
 – 2D 

      12

1
33

1




DDDF
y p  
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  0

2

1
3 e

DD 
  

 F(D) = 0كذلك   = 0لاحظ أن 

  0

2

11
3 e

DD
y p 

  

 











2

11
3

DD
y p  

 

x

D

D

2

3

1
1

2

3

2

11
3













 

  ثالث

  نعود الآن لإيجاد معنى كل من

       baxDFbaxDF  sin,cos 22  

  ثوابت وبالتالي معنى  a, bحيث 

    bax
DF

cos
1

2
,     bax

DF
sin

1
2

  

  نعلم أن

    baxabaxD  sinsin 22  

  كذلك
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     
   baxa

baxaDbaxD





sin

sinsin
22

224

 

  وعلى العموم فإن:

        baxabaxD
nn

 sinsin 22  

        
    

   
    

   baxaF

baxaaa

aaaa

baxaDa

DaDabaxDF

nn

nn

nn

nn



















sin

sin

...

sin

...sin

2

2
1

12
1

2
0

2
1

12
1

2
0

2

 

  وبنفس الطريقة يمكن إثبات أن:

        baxaFbaxDF  coscos 22  

  وعليه فإن:

        baxbaxDF
DF

 sinsin
1 2

2
 

         baxbaxaF
DF

 sinsin
1 2

2
 

        bax
aF

bax
DF




 sin
1

sin
1

22
 

حيث   02  aF  

  وكذلك يكون
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        bax
aF

bax
DF




 cos
1

cos
1

22
 

وبنفس الطريقة يمكن إثبات أن (حيث  2 0F a (  

        bax
aF

bax
DF

 sinh
1

sinh
1

22
 

        bax
aF

bax
DF

 cosh
1

cosh
1

22
 

  وكأمثلة على القوانين السابقة فإن:

  ):5مثال (

  احسب قيمة كل من  

     xxxD 2sin53sin493sin42  , 

        xxxDD coscos7131cos73 224  , 

    xxx
D

4sin
12

1
4sin

416

1
4sin

4

1
2








, 

       x
D

Dx
D

D
x

D
2cos

4

1
22cos

4

2
2cos

2

1
22 








 

   xD 2cos
44

1
2 






  

  xD 2cos2
8

1
  
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 xxD 2cos22cos
8

1
  

 xx 2cos22sin2
8

1
  

 1
sin 2 cos2

4
x x   

  ):6مثال (

  احسب قيمة

 x
DD

2cos
2

1
2 

 

  الحــل

     x
D

x
DD

2cos
24

1
2cos

2

1
2 




 

 x
D

2cos
2

1


  

 x
D

D
2cos

4

2
2 


  

   x
D

D 2cos
4

1
2

2 
  

 









 xD 2cos

44

1
2  
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  xD 2cos2
8

1
  

 xx 2cos22sin2
8

1
  

 xx 2cos2sin
4

1
 . 

  ):7مثال (

  أوجد الحل الخاص للمعادلة:  

xx eeyyy 42 3   

  الحــل

   22 112  DDDDF  

        xx
p e

DF
e

DF
y

11 3   

 
 

 
 xx e

D
e

D 2
3

2 1

1

1

1





  

xx ee
4

1

16

1 3   

  ):8مثال (

  وجد الحل الخاص للمعادلةأ

xeyyy  2  
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  الحــل

   22 112  DDDDF  

 
  1 x

py e
F D

  

 
 

 
 

2

2

1

1

1
.1

1

x

x

e
D

e
D







 

 
 

 

 

 

x

x

x

x

x

ex

x
D

e

DD
e

D
e

D
e

2

2

2

2

1

1

1
11

1
1

1
11

1


















 

  والآن سوف نعطي بعض المفكوكات التي تفيد في حل بعض المسائل.

...1
1

1 32 


DDD
D

 

...1
1

1 32 


DDD
D
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 
...4321

1

1 32
2




DDD
D

 

 
...4321

1

1 32
2




DDD
D

 

  وعلى وجه العموم فإن:

 
    2 31 1 21

1 ...
2! 3!1

m

m m m m m
mD D D

D

  
    


 

  .كثيرة حدودوتلك المفكوكات مفيدة إذا كان الطرف الأيمن من المعادلة التفاضلية 

  ):9مثال (

  أوجد الحل الخاص للمعادلة  

1232 2  xxyyy  

  الحــل

      1222  DDDDDF  

  

   

 123
1

31

2

31

123
12

1

123
1

3

3

2




















xx
DD

xx
DD

xx
DF

y p

 

     21 1 1 1
3 2 1

3 2 1 2 1
x x

D D

 
       
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   

2 3

2 3 2

1 1
1 ...

3 2 2 4 8

1 ... 3 2 1

D D D

D D D x x

  
       

 
      

 

 123...
16

15

8

9

4

3

2

3

3

1 332 



  xxDDD  

   

   

2 2

2

1 3 3
3 2 1 3 2 1

3 2 4

9 15
3 2 1

8 16

x x x x

x x zero

      
     

 





 

4

27

2

3

2

9

2

3
3

2

9

3

1 2 xxx  

4

13

2

5

2

3 2  xx  

  ):10مثال (

  أوجد الحل الخاص للمعادلة:  

xxyyy 2sincosh   

  الحــل

F(D) = D
2
 + D + 1 

هو   xcoshالحل الخاص بالنسبة إلى 
1py حيث  
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    x
DD

x
DF

y p cosh
1

1
cosh

1
21 

  

   x
D

x
D

cosh
2

1
cosh

11

1
2 




  

   














 x
D

Dx
D

D
cosh

4

1
2cosh

4

2
22

 

    xDxD cosh2
3

1
cosh

41

1
2 










  

 xx cosh2sinh
3

1
 . 

هو  xsin 2والحل الخاص بالنسبة إلى 
2py حيث  

        x
DD

x
DF

y p 2sin
1

1
2sin

1
22 

  

   1 1
sin 2 sin 2

4 1 3
x x

D D
 
   

 

   














 x
D

Dx
D

D
2sin

9

1
32sin

9

3
22

 

    xDxD 2sin3
13

1
2sin

94

1
3 










  

 xx 2sin32cos2
13

1
  

حيث: pyويكون الحل الخاص هو 
21 ppp yyy             


