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  الباب الرابع
  المتماسك للجسم المستوية الحركة

  الحركة أنواع اذكر ثم المتماسك للجسم المستوية الحركة - الصلب أو المتماسك الجسم عرف
   .المتماسك للجسم المستوية

 بين المسافةتكون  بحيث المادية النقاط من جدا كبير عدد من المكون الجسم هو المتماسك لجسما ـ
 كما ولا يتغير شكله ولا حجمه أثناء الحركة الخارجية القوى بتأثير تتغير لا ثابتة فيه نقطتين أي
  .. بالشكل موضح هو

 في تتحرك نقاطه من نقطة كل تكان إذا مستوية حركة يتحرك المتماسك الجسم بأن يقال ـ
أو إذا كانت جميع نقاطه تتحرك في مستويات  )الأرض مثلا( ثابت لمستوى موازي مستوى

  .زيةمتوا
  : المتماسك للجسم المستوية الحركة أنواع

تحرك كل نقطة من نقاط الجسم المتماسك بسرعة مساوية لسرعة مركز توفيها :  حركة انتقاليةال
  .المتماسك ثقل الجسم

 .وفيها يدور الجسم المتماسك حول مركز ثقله أو حول نقطة ثابتة في الفراغ :دورا نيةالحركة ال
 .معا ها يتحرك الجسم المتماسك حركة انتقالية ودورانيةوفي :عامةالحركة ال

   عامة مستوية حركة يتحرك متماسك لجسم الحركة طاقة استنتج
وبالتالي فإن طاقة حركة vمن الجسم المتماسك الذي يتحرك بسرعة mنأخذ عنصر كتلته  

  وتصاغ رياضيا على الصورة التالية T العنصر تكون

         2
2
1 vmT       (1)   
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نحصل على طاقة حركة الجسم المتماسك الذي يتحرك حركة مستوية عامة  (1)وبتكامل المعادلة 
  على الصورة التالية 

     mdvT  2
2
1         (2)   

  من هندسة الشكل نجد أن 
  rrr G              (3)   

  ،oبالنسبة للنقطة mالذي كتلتهPمتجه موضع الجسيم rحيث
Grمركز ثقل الجسم المتماسك متجه موضعG نسبة للنقطة بالo  ،r  متجه موضع الجسيمP  

  .Gبالنسبة للنقطة mالذي كتلته
  بالنسبة للزمن نحصل على  (3)وبتفاضل 

     dt
rd

dt
rd

dt
rd G  

        (4)   

  يمكن كتابتها على الصورة التالية (4)معادلة ال  
       rvv G          (5)   

yxمتجه السرعة الزاوية ويكون إتجاهه في الإتجاه العمودي على المستوى حيث   . أي أن
k̂   

  في نفسها نحصل على قياسيا  (5)وبضرب المعادلة 
  2222 2 rrvvv GG       (6)  

،rمع ملاحظة أن    0متعامدان لذلك فإن r  
   على نحصل (2) في (6) من وبالتعويض

             mdrrvvT GG  222 22
1      (7)   

r  

y 

G P 
Gr 

r 
o x 
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أن نعلم الذاتي القصور وعزم الثقل مركز تعريف من أنه وحيث   mdrImdr G
2,0  

على الصورة  (7)وبذلك تصبح .  G حول للجسم المتماسك القصور الذاتي عزم هو  ܫீ حيث
  التالية 

      GG IMvT 22
2
1

2
1         (8)   

مة هي مجموع طاقتي يتضح أن طاقة الحركة لجسم متماسك يتحرك حركة مستوية عا (8)ومن 

2الحركة الإنتقالية والدورانية حيث 
2
1

GMv،تمثل طاقة الحركة الإنتقالية GI2
2
1  تمثل طاقة

  .الحركة الدورانية
أي أن  فقط نيةا دور  حركة طاقة تصبح الحركة طاقة فإن G عليo انطبقت إذا و

GIT 2
2
1  .  

  لجسم متماسك يتحرك حركة مستوية عامة ) عزم كمية الحركة ( استنتج كمية الحركة الزاوية 
تالي فإن كمية الحركة وبالvمن الجسم المتماسك الذي يتحرك بسرعة mنأخذ عنصر كتلته 

  وتصاغ رياضيا على الصورة التالية oh الزاوية للعنصر تكون
  mvrho          (1)   

  نحصل على كمية الحركة الزاوية لجسم متماسك يتحرك حركة  (1)وبتكامل المعادلة 
  مستوية عامة على الصورة التالية 

     dmvrho
      (2)   

  من هندسة الشكل نجد أن 
        rrr G        (3)   

  متجه موضعo،Grبالنسبة للنقطة mالذي كتلتهPمتجه موضع الجسيم rحيث

r  

y 

G P 
Gr 

r 
o x 
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o  ،rبالنسبة للنقطة  Gركز ثقل الجسم المتماسكم  متجه موضع الجسيمP  
  .Gبالنسبة للنقطة mالذي كتلته
  لى بالنسبة للزمن نحصل ع (3)وبتفاضل 

dt
rd

dt
rd

dt
rd G  

             (4)  

  يمكن كتابتها على الصورة التالية (4)المعادلة   
rvv G                 (5)  

yxمتجه السرعة الزاوية ويكون إتجاهه في الإتجاه العمودي على المستوى حيث   . أي أن
k̂   

 اتجاهيا نحصل على (5) ,(3)وبضرب 

      
           rrrvrrrrrvr

rrvrrrvr
rvrrvr

GGGGG

GGGG

GG















2

      (6)  

0وحيث أن    rrG تصبح على الصورة التالية  (6)فإن  
                 2rvrrrvrvr GGGG        (7)   

  نحصل على  (2)في  (7)وبالتعويض من 
                      mdrvmdrmdrrmdvrh GGGGo

2    (8)   

أن نعلم الذاتي القصور وعزم الثقل مركز تعريف من أنه وحيث   mdrImdr G
2,0  

على الصورة  (7)وبذلك تصبح .  G حول للجسم المتماسك القصور الذاتي عزم هو  ܫீ حيث
  التالية 

               
GGGo IvMrh      (9)   
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يتضح أن كمية الحركة الزاوية لجسم متماسك يتحرك حركة مستوية عامة هي مجموع  (9)ومن 
GGكميتي الحركة الزاوية الإنتقالية والدورانية حيث  vMr   تمثل كمية الحركة الزاوية الإنتقالية

  .Gركة الزاوية الدورانية حولتمثل كمية الح o، GIحول
فقط أي أن انية دور  حركة زاوية كمية تصبح فإن كمية الحركة الزاوية G عليo انطبقت إذا و


Go Ih  .   

 .لجسم متماسك يتحرك حركة مستوية عامةاكتب معادلات الحركة 
حيث أن الحركة المستوية العامة للجسم المتماسك تتكون من حركة انتقالية وحركة دورانية فإن 

تتكون أيضا من معادلتي يتحرك حركة مستوية عامة الذي  معادلات الحركة للجسم المتماسك
قانون مركز الثقل  فيتتمثل الانتقالية حيث معادلتي الحركة  حركة انتقالية ومعادلة حركة دورانية

مركز ثقل الجسم المتماسك يتحرك كجسيم ركزت فيه كتلة الجسم المتماسك  أنينص على  الذي و
  الخارجية المؤثرة على الجسم المتماسك ىكله وسلطت عليه محصلة القو

  :ويصاغ رياضيا على الصورة  
                        FrM G


     (1)   

Gr حيث المؤثرة على مركز  الخارجية ىتمثل محصلة القو F ،تمثل عجلة مركز الثقل    
  .الثقل

الديكارتي  المستوى فييتحرك  كان الجسم المتماسك  إذا yx  تكون على  (1)المعادلة  فإن
   : التاليةالصورة 

                  xG FxM            (2)   
                yG FyM              (3)   

حيث  GG yx  هما مركبتي عجلة مركز ثقل الجسم المتماسك، , xF تمثل محصلة القوى
x ،المتماسك في اتجاه محورالخارجية المؤثرة على الجسم  yF تمثل محصلة القوى الخارجية

  .yالمؤثرة على الجسم المتماسك في اتجاه محور
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 القطبي المستوى فييتحرك  كان الجسم المتماسك إذاو r لى تكون ع (1)المعادلة  فإن
   : الصورة التالية

                  rFaM 2           (4)   
                  FaM             (5)   

حيث    aa ,2 هما مركبتي عجلة مركز ثقل الجسم المتماسك باعتباره يتحرك على محيط
a ، دائرة نصف قطرها rF تمثل محصلة القوى الخارجية المؤثرة على الجسم المتماسك في

اتجاه نصف قطر الدائرة ، F تمثل محصلة القوى الخارجية المؤثرة على الجسم المتماسك في
   .اتجاه عمودي على نصف القطر

كمية الحركة الزاوية والذي ينص على أن معدل  ومعادلة الحركة الدورانية تتمثل في قانون 
يساوي  Gأو حول مركز الثقل oالتغير في كمية الحركة الزاوية بالنسبة للزمن حول نقطة ثابتة

على الترتيب ويصاغ رياضيا على  Gأوoمحصلة عزوم القوى الخارجية حول نفس النقطة 
  الصورة

                          Mdt
hd 


    (1)   
h حيث o ،كمية الحركة الزاوية حول مثل ي  M الخارجية ىالقو مجموع عزوم مثل ي 

 .oلى مركز الثقل حولالمؤثرة ع
                 MIfMrvMvdt

hd
GGGGG

o 





     (2)   

Gf حيث 
 يمكن كتابتها على الصورة    (2)والمعادلة  .مركز ثقل الجسم المتماسك  عجلةتمثل

  التالية 
                 MIfMrdt

hd
GGG

o 





     (3)   

 : صة حالة خا
  تصبح على الصورة التالية   (3)فإن المعادلة Gعلى oانطبق  إذا

                GG
o MIdt

hd 




     (4)   

  .   الحركة الدورانية معادلة تمثل الأخيرةوالمعادلة 
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  التدحرج و الانزلاق لجسم متماسك

  .نزلاق لجسم متماسكعرف التدحرج و الا  
هما ظاهرتان تحدثان عندما يتحرك الجسم المتماسك علي مستوي خشن حيث انه عند نقطة التقاء 
الجسم المتماسك مع المستوي الخشن تنشأ قوتان  أحدهما عمودية علي المستوي و تسمي قوة رد 

  .Fتكاك و الأخرى مماسية للمستوي و تسمي قوة الاح Rالفعل
RFحيث تحدث ظاهرة التدحرج للجسم المتماسك عندما يكون     
RFو تحدث ظاهرة الانزلاق للجسم المتماسك عندما يكون     
القيمة ( قوة الاحتكاك النهائي  Rتمثل معامل الاحتكاك للمستوي الخشن وتسمي حيث  

  )العظمي لقوة الاحتكاك 
إذا كانت سرعة نقطة التقاء الجسم المتماسك مع المستوي الخشن تساوي صفر أي أنه عندما 

  . تحدث ظاهرة التدحرج 0cVتكون
لا تساوي صفر أي أنه عندما وإذا كانت سرعة نقطة التقاء الجسم المتماسك مع المستوي الخشن  

بالإضافة Gتمثل محصلة سرعة مركز الثقل cVحيث. تحدث ظاهرة الانزلاق 0cVتكون 
cGGcأي أن  Gبالنسبة إلي  cإلي السرعة النسبية للنقطة  VVV    

تكون عكس السرعة الخطية Fمع ملاحظة انه إذا كانت الحركة تدحرجيه فان قوة الاحتكاك  
  . لمركز ثقل الجسم المتماسك

تكون عكس السرعة الخطية لنقطة تماس  Fو إذا كانت الحركة إنزلاقية فان قوة الاحتكاك 
  . سم المتماسك مع المستوى الخشن الج

  :مثال
MMخيط رفيع يتدلى من طرفيه كتلتان  ,ويمر على بكرة خشنة تماما كتلتهاm  ونصف

وتستطيع أن تدور حول محور أفقي أملس مثبت مار بمركزها وعمودي على  aقطرها
.                                                                                                                         الكتلة الهابطة فأوجد عجلتها Mنزلق الخيط على البكرة وكانتإذا لم ي. مستواها

MMمعادلتا الحركة الإنتقالية للكتلتين  الحل ,  هما  
                TMgxM     (1)   

              TgMyM        (2)   
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  الدورانية للبكرة هي الحركة ةمعادل
                aTaTIo     (3)   

2kmIoوحيث أن   ورة تصبح على الص (3)فإن  المعادلة  
             aTTkm 2        (4)   
  ومن الشروط الكينماتيكية للحركة يكون 

                 lyxa    هو طول الخيط  lحيث  (5)  
              ax        (6)   

  نحصل على  (4)في  (6)وباستخدام 

                 TTxa
km 2

2   (7)   

  نحصل على  (2)في  (5)وباستخدام 
              TgMxM        (8)   

  نحصل على  (8)من  (1)وبطرح 
                 gMMxMMTT        (9)   

  نحصل على  (7)في  (9)وبالتعويض من 
          

MM
gMMx

a
km 

 2           (10)   

  :مثال
على  oمن مركزها الهندسي cعلى بعد Gومركز ثقلها  aوضعت كرة نصف قطرها 
التدحرج أو في الانزلاق من أفقيا أثبت أن الكرة ستبدأ في  oGمستوى أفقي خشن بحيث كان

السكون حسبما تكون  122  kaca أو  122  kaca على الترتيب حيثk 

y 

M  

T 
T 

T  

gM  M 

 

T  

gM 

x 

o 
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تساوي  وماذا يحدث عندما. نصف قطر القصور الذاتي حول محور أفقي مار بمركز ثقلها
  .معامل احتكاك  المستوى الأفقي الخشن هذه القيمة حيث 

  معادلتا الحركة الإنتقالية لمركز ثقل الكرة هما   الحل
                  (1)FxM   

        (2)MgRyM   
  هي Gمعادلة الحركة الدورانية حول مركز الثقل 

        (3)  sincos caFcRIG   
  ومن هندسة الشكل يتضح أن 

                  (4) coscax   
                      (5)sincay   

  مرتين بالنسبة للزمن نحصل على  (5) ,(4)وبتفاضل 
         (6)  cossin 2  cax  

                  (7)  sincos 2  cy  
  على الترتيب نحصل على  (2) ,(1)في  (7) ,(6)لتعويض من وبا

     (8) cossin 2 cMcMaMF   
     (9) sincos 2 cMcMgMR   

  نحصل على (3)في  (9) ,(8)وبالتعويض من 
     (10)


 sin2

cos
sin2

cos
222

2
222 caack

cg
caack

ca
   

  يمكن كتابتها على الصورة  (10)المعادلة 

a 
x 

 

F 

gM 

 

R y 

G 
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     (11)






sin2
cos2

sin2
cos2

222
2

222
2

caack
cg

caack
ca

d
d

 
  

  معادلة تفاضلية خطية حلها العام هو  (11)المعادلة 
     (12)

 sin2
sin2

222
12
caack

ccg

  

ومنها نحصل على  0كانت 0ثابت يعين من الشروط الإبتدائية وهي عند  1cحيث
01 cعلى الصورة  (12)عادلةوبذلك تصبح الم  

     (13)
 sin2

sin2
222

2
caack

cg
  

  نحصل على أن  (13) ,(10)ومن المعادلتين 
     (14)22200

2 ,0 ack
cg
      

  نحصل على  (9) ,(8)في  (14)وبالتعويض من 

     (15)222
2

02220 , ack
cgMMgRack

cgaMF     

  وحيث أن شرط التدحرج في البداية هو 
     (16)00     RF  

  نحصل على  (16)في   (15)وبالتعويض من 
                  22 ak

ca  

  وحيث أن شرط الإنزلاق في البداية هو 
     (17)00     RF  

  نحصل على  (17)في   (15)وبالتعويض من 
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                 22 ak
ca
  

  
  :مثال

متة منتظمة أعلى مستوى مائل خشن أوجد الشرط اللازم لكي يمكن حدوث وضعت كرة مص
.                                                                                                                            بحتة حركة تدحرجية

  الحل
  ل القوى المؤثرة على الكرة المصمتةبأخذ محاور الإحداثيات وتحلي  

  كما هو موضح بالرسم نجد أن معادلتي الحركة الإنتقالية 
  هما Gلمركز ثقل الكرة المصمتة  

                  (1)Fgmxm  sin  
                  (2)cos0 gmR   

  هيGمركز ثقل الكرة المصمتة ول ح ومعادلة الحركة الدورانية
             (3)aFIG   

2حيث 
5
2 amIG  هو عزم القصور الذاتي للكرة المصمتة حولG، a نصف قطر الكرة 

  المصمتة
  على الصورة  (3)وبذلك تصبح المعادلة 

          (4)aFam 2
5
2  

RFxلا تكفي لتعيين المجاهيل الأربعة   (4) ,(2) ,(1)وحيث أن المعادلات  ,,, فإننا نلجأ إلى
  الشروط الكينماتيكية للحركة وهي

سرعة نقطة التماس كجزء من المستوى حيث سرعة = سرعة نقطة التماس كجزء من الكرة 
    :نقطة التماس كجزء من الكرة تعطى بالعلاقة التالية

y 

R 

cosgm singm 
gmx 

F 

 
c G 

o 
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                  (5)cGGc vvv    
  أي أن  0=ولكن سرعة نقطة التماس كجزء من المستوى

                  (6) ax 0   
  زمن نحصل على بالنسبة لل (6)وبتفاضل 

                  (7) ax    
  نحصل على  (4)في  (7)وبالتعويض من 

                  (8)Fxm 2
5   

  نحصل على (1)في  (8)وبالتعويض من 
                  (9)sin7

2 gmF   

  نحصل على  (2)ومن المعادلة
                  (10)cosgmR   

RFوحيث أن الدحرجة البحته تحدث عندما يكون   أي أن tan7
وهذا هو الشرط 2

  .اللازم لحدوث حركة تدحرجية بحتة
  لاثم

وخشن لحѧد  فقي بزاويةلأإلى أسفل مستوى مائل على اaتتدحرج كرة مصمتة نصف قطرها 
ثبѧѧت أن مركѧѧز ثقѧѧل الكѧѧرة يتحѧѧرك بعجلѧѧة ثابتѧѧة مقѧѧدارها أ.لكѧѧرة عليѧѧهلانѧѧزلاق  أيكѧѧافي لمنѧѧع 

sin7
5 g .   

   الحل
  هما لكرة لمركز ثقل اركة الانتقالية الح امعادلت

)1         ( Fmgxm  sin   
)2         (  cos0 mgR     
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  للكرة حول مركز ثقلها هي معادلة الحركة الدورانية
 )3   ( aFI G   

  وحيث أن عزم القصور الذاتي لكرة مصمتة
   حول قطر فيها يكون aف قطرها نص 

aI mG
2

5
2  علي الصورة ) 3(وبذلك تصبح المعادلة  

)4      (Fma 5
2  

  ومن الشروط الكينماتيكية للحركة نعلم أن 
            cGGc vvv       (5)   

  على الصورة التالية  (5)وتصبح المعادلة 0cvإن وحيث أن حركة الكرة تدحرجية ف
             ax 0      (6)   

  بالنسبة للزمن نحصل على  (6)وبتفاضل 
          ax          (7)   

  نحصل على  (4)في  (7)وبالتعويض من 

)8      (Fxm 5
2  

  نحصل على العجلة التي يتحرك بها مركز ثقل الكرة  (1)في  (8)وبالتعويض من 

)9      (sin7
5 gx   

  
  
  

  

  

y  

R  

gm

F

 
cosgm

x  
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  :مثال
حѧول قطѧر أفقѧي وضѧعت برفѧق تدور بسرعة زاويѧة aكرة مصمتة متجانسة نصف قطرها 

g اثبت أن سيوجد انزلاق عند نقطة الالتقѧاء لѧزمن علي منضدة أفقية معامل احتكاكها 
a




7
2 

7 زاوية وبعد ذلك ستتدحرج الكرة بسرعة
2 .  

        الحـل
  ماالحركة الانتقالية لمركز ثقل الكرة ه امعادلت

)1         ( Fxm    
)2         (  mgR 0                                                    

  للكرة حول مركز ثقلها هي معادلة الحركة الدورانية
 )3   ( aFI G   

 حول قطر فيها يكون aوحيث أن عزم القصور الذاتي لكرة مصمتة نصف قطرها 

amI G 2
5
2  علي الصورة ) 3(وبذلك تصبح المعادلة  

)4      (Fma 5
2  

Fxتحتويان علي ثلاث مجاهيل وهم )1(,) 4(المعادلتان  ,,  ونحتاج إلي معادلة ثالثة وتأتي من
  شرط الانزلاق للجسم المتماسك و هو  

 )5(      RF                      
  نحصل على  )5(في ) 2(بالتعويض من و
  )6      (       gmF  
  ينحصل عل )1(,) 4(في ) 6(بالتعويض من و
 )7          (gx             

x 

 

F 
gM 

R y 

G 
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)8(         ga  5
2          

  نحصل علي ) 8(، ) 7(بتكامل 
 )9      (1cgtx    
)10    (25

2 ctga    
  0xكانت  0t روط الابتدائية للحركة وهي عندثابتان يعينان من الشcc,21حيث    

01وبذلك يكون c 0وعندt  كانت وبذلك يكونac  5
2

2  

  التاليتين  علي الصورتين) 9( (10) ,المعادلتان  وبذلك تصبح
 )11(          tgx   
 )12           (tgaa   5

2
5
2   

     ولكن 0vcتكون مايستمر الانزلاق حتى يبدأ التدحرج عند
)13            ( axvc  0       

  نحصل علي )  13(في  ,(11))12(بالتعويض من 

)14                (g
at 


7

2      

نحصل ف) 12(في ) 14(من لإيجاد السرعة الزاوية التي تبدأ الكرة بها التدحرج نقوم بالتعويض و

علي   7
2.  

  :مثال
 ѧѧل قضѧѧيب ثقيAB  هѧѧطولa2  ةѧѧائلا بزاويѧѧه مѧѧك بѧѧد امسѧѧق  رأسѧѧى الѧѧىعلѧѧيأ إلѧѧز  علѧѧو مرتك

انه  فأثبت .ترك القضيب ليسقط إذا خشنة معامل احتكاكها  أفقيةعلى منضدة A الأسفلبطرفه 
كانت  إذابدون انزلاق Aالدوران حول  فيسيبدأ 

 2cos31
cossin3

.  
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  الحركة الانتقالية لمركز ثقل القضيب هما  امعادلت الحل
)1    (  coscossin2 gmRFma     
)2    (  sinsincos gmRFma     

   Aللقضيب حول معادلة الحركة الدورانية
 )3   (  singamI A   

   a2قضيب طوله وحيث أن عزم القصور الذاتي ل
2عند طرفه يعطى بالعلاقة التالية 

3
4 maI A   علي الصورة ) 3(وبذلك تصبح المعادلة  

)4   (  sin4
3 ga   

  يمكن كتابتها على الصورة التالية  (4)المعادلة 
)5   (  dgda sin4

3  
  نحصل على  (5)وبتكامل المعادلة 

)6   ( 12 cos4
3

2
1 cga    

ثابت يعين من الشروط الإبتدائية للحركة وهي عند1cحيث   0كانت ومنها نحصل
cos4 على

3
1 gc   على الصورة التالية  (6)وبذلك تصبح  

)7   (   coscos2
32  ga   

  على الترتيب نحصل على  (1) ,(2)في (7) ,(4)وبالتعويض من 
)8    (    cossincos3cos52 RFmg    

)9    (  cossinsin4 FRgm           
RF بالنسبة إلى (9) ,(8) وبحل المعادلتين    نحصل على,

A

R



mg
F

Bθ 

 sinmg 

cosR
θ 
sinF

cosF
cosmg 

sinR 
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)10    (   cossin2cossin34
3  mgF   

)11 (  coscos6cos914
2  gmR RFوبحساب     عند ,   نحصل على  

)12    ( 4
cossin3 mgF    

)13   ( 2cos314  gmR      
RFشرط عدم انزلاق القضيب هو حيث أن و  ومن هذا الشرط نحصل على  


 2cos31

cossin3
  

 


