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1  

ˆإذا أثرت القوة  ˆ ˆ3 7F i j k
→

= − )الأصل فما هو عزمها حول النقطة ، في نقطة + )4,4,6P. 
Solution 

F                    إذا رمزنا لعزم القوة 
→

)           حول النقطة    )4,4,6P   بالرمز      PM
→

   أن           ، فإننا نجد 

P OM M a F
→ → → → 

= −  
 

 

OM    حيث 
→

F             هو عزم القوة   
→

0OM             هنا، بمعنى أن                صل وهو منعدم           حول نقطة الأ  
→

                  ، لأن القوة تؤثر في =
                ً    نقطة الأصل. أيضاً فإن

 

ˆ ˆ ˆ4 4 6a OP i j k
→ →

= = + + 
           وبالتالي فإن

ˆ ˆ ˆ   

ˆ ˆ ˆ4   4 6 34 10 16

3 1 7

P

i j k

M a F i j k
→ → →

= −  = = − + +

−

 

 

    3  
)                     أوجد العزم حول النقطة )2,2, 3G )           تمور بالنقطوة              وحدة نيووت،، و  4              لقوة مقدارها  − )3,2, 1P         وتتناسو    −

)                     جيوب تمام خط عملها مع  )2,3,1.  
Solution 

F            عزمها بالرمز       إيجاد                   لنرمز للقوة المراد
   ذن إ  . →

( )ˆ ˆ ˆ4 2 3F i j k
→

= + + 
    ً   أيضاً، 

G OM M a F
→ → → → 

= −  
 

 

    حيث
ˆ ˆ ˆ  

ˆ ˆ ˆ3 2 1 20 20 20

8 12   4

O

i j k

M OP F i j k
→ → →

=  = − = − + 
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       وبما أن
ˆ ˆ ˆ2 2 3a OG i j k

→ →

= = + − 
    إذن

( ) ( ) ( )
ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ20 20 20 2 2 3 20 20 20 44 32 8

8 12 4

G

i j k

M i j k i j k i j k
→

= − + − − = − + − − + 

ˆ ˆ ˆ24 12 12i j k= − + + 
                          وبطريقة أخرى مباشرة نجد أن

 

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ1 0 2 24 12 12

8 12 4

G

i j k

M GP F i j k
→ → →

=  = = − + + 

    5  
ˆ                    أوجووود متعوووا عوووزم القووووة  ˆ ˆ2E i j k

→

= − + )                     ، والوووؤ توووؤثر في النقطوووة +                  حوووول  وووور طووور بنقطوووة   1,2,1(

ˆ                  الأصل في اتجاه المتعا  ˆ2 3B i k
→

= −.  
Solution 

Eفإن متعا عزم القوة  ،Lزنا لهذا المحور بالرمز رم إذا
→

 هو Lحول هذا المحور  
ˆ

L LM M L
→→

= 
Bو متعا الوحدة في اتجاه المتعا ه L̂حيث 

→

 ، أي أن
ˆ ˆ2 3 2 3ˆˆ ˆ
4 9 13 13

i k
L i k

−
= = −

+
 

)                   المحووووووووور طوووووووور بنقطووووووووة الأصوووووووول       ن هووووووووذا      وبمووووووووا أ )0,0,0O والقوووووووووة تموووووووور بالنقطووووووووة ،                   (           ، إذن فووووووووإن 1,2,1(
ˆ ˆ ˆ2r i j k

→

= +    أن             ، وبالتالي نجد+
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32

13 13
0

6 9 3ˆ ˆ 1 2 1
13 13 13

1 1 2

L OM L M L r E

−

→ → → →  −
=  =   = = − = 

 
−

 

E                           وهكذا نجد أن متعا عزم القوة 
→

         هو المتعا  L         حول المحور   
3 2 3 6 9ˆ ˆ ˆ ˆˆ

13 1313 13 13
L LM M L i k i k

→→ − − 
= = − = + 

 
 

    7  
1F           كوووون مووو،  ووووة                       فئوووة مووو، القويل را يوووة تت

→

        في الاتجووواه   OX                          وخوووط عملهوووا ينطبووو  علووو   وووور ووووو   ،F         مقووودارها  

2F            الموج ، و وة 
→

)                               وتؤثر في المستقيم الذي طر بالنقطة   F2        مقدارها    3F     و ووة   ،Z           في اتجاه  ور   0,2,0(
→

 

)             هووا طوور بالنقطووة              المقوودار خووط عمل       مجهولوة          وووة   إلى                                       . أوجوود شوور  أن تووؤول هووذه ا موعووة موو، القوووى 2,2,0(

3F                              وحيدة، ثم احس  أ ل مقدار للقوه 
→

.  
Solution 

  هذا المثال لدينافي
 
 

(i) 1 2
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ 0 0 ,  0 0 2  F F i j k F i j F k

→ →

= + + = + + 

)       النقطة       بما أن  1F                     تقع عل  خط عمول القووة   0,0,0(
→

)                   ، بينموا تقوع النقطوة                   علو  خوط عمول القووة   0,2,0(

2F
→

                                                      ، إذن فإن متعهي الموضع لهاتين النقطتين و عل  الترتي  و هما 
 
 

(ii) 1 2
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ0 0 0 ,  0 2 0 r i j k r i j k

→ →

= + + = + + 

3F            قوة ا هولة    ً       أيضاً فإن ال
→

                                         طك، تمثيلها في ال ضاء ثلاثي الأبعاد في الصورة  
 
 

(iii) 3
ˆ ˆ ˆ

x y zF F i F j F k
→

= + + 

)              وبما أن النقطة  3F                     تقع عل  خط عمل القوة   2,2,0(
→

                   موضع هذه النقطة هو              إذن فإن متعا  
 
 

(iv) 3
ˆ ˆ ˆ

x y zF F i F j F k
→

= + + 

 .شكلالانظر 



 Moments solved examples               الفراغية ـــ        القوى                                      على العزوم حول نقطة وحول محور واختزال    ة           مسائل محلول
 Prof. Dr. E. S. Shoukralla     ـــ     كرالله      إميل ش     /    أ.د.

                                        ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ                                    ــــــــــــــــــــــــــــــــــــ                                                                                                                             ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

209 

 شكل

 
Z

X

Y

(0,2,0)

(2,2,0)

F
F

F
x

y
z

F 1

F 2

(0,0,0)O

 
R                   وة وحيدة )المحصلة(   O                                    لن رض الآن أن فئة كل القوى تكافىء عند 

→

0Q            وازدواج  صل   
→

      ن هذه         ، إذن فإ
   هي                     القوة الوحيدة المحصلة

 
 

(v) ( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ2x y zR F F i F j F F k
→

= + + + + 

           وبالتالي فإن
(vi)   ;  ; 2x y zX F F Y F Z F F= + = = + 

                               أما الازدواج المحصل فمتعا عزما هو
3

0

1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

0 0 0 0 2 0 2 2 0

0 0 0 0 2

i i

i
x y z

i j k i j k i j k

Q r F

F F F F F

→ → →

=

=  = + + 

 

(vii) ( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ4 2 2 2 2z z y xF F i F j F F k= + − + − 

0     ا أن          وإذا فرضن
ˆ ˆ ˆQ Li Mj Nk

→

= + ٍ                             ، عندئذٍ فإننا نحصل  عل  الئلاث معادلات+        
(viii) 4 2 ,  2 ,  2 2z z y xL F F M F N F F= + = − = − 

       ووة                                                        نجد أن الشور  الولازم لكوي توؤول القووة المحصولة والازدواج المحصول إلى  (viii) ,(vi)            وبالتعويض م، 
         وحيدة هو

( )( ) ( )( )4 2 2 2 2 2 0z x z y y x zF F F F F F F F F F+ + − + − + = 
             بعد الاختصار( )    أو

(ix) 2 2 0y zF F F+ + = 

3F                                وللحصول عل  أ ل  يمة ممكنة للقوة 
  (i)                                               ، بحيث تؤول كل القوى المعطاة إلى  وة وحيدة، نجد مو، →

   أن
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(x) ( )
2 2 2 2

3 x y zF F F F= + + 

        نحصل عل   (i)  في   (ix)   م،   zF        ع،  يمة    ض    تعوي   وبال     إذن، 
( ) ( )

22 2 2
3 2 2x y yF F F F F= + + + 

x,                  تعتموود علوو  المركبووات   3F                  نلاحووه هنووا أن القوووة  yP P   3                         فقووط، إذن ولكووي تكووون القوووةF   أ وول مووا       
x,                أن نبحث ع،       طك، فيع yP P  الؤ تحق  المعادلات                

3 3  
0, 0

  x y

F F

F F

 

 
= = 

           وبالتالي فإن
( )3

3

 
2 2 2 2 2 0 2 0

 
x y x

x

F
F F F F F

F




= + +  = = 

            ومنها نجد أن
(xi) 0xF = 

           وأيضا فإن 

( )3
3

 
2 2 2 2 2 2 10 8 0

 
y y y

y

F
F F F F F F

F




= + + = + = 

            ومنها نجد أن
 

(xii) 4

5
y

F
F

−
= 

        نحصل عل    (ix)          في المعادلة   (xii)               م، المعادلة ر م   yF          لتعويض ع،   وبا
 

(xiii) 2

5
z

F
F

−
= 

3F                        نحصل عل  أ ل مقدار للقوة   (xiii) ,(xii) ,(xi)   م،   (x)           وبالتعويض في 
→

                ، ونجد أنا يساوي 

  
2 2

3

16 4 2 5

25 25 5

F F
F F= + = 

    9  
              لاث  وى فرا ية       تؤثر ث 

       
3

1i i
F

→

=
                                                       متساوية، مقدار كل منهوا واحود نيووت، علو  جسوم متماسوفي كموا في   

                                             لولبية، وأوجد المعادلة القياسية لمحورها المركزي.                    اختزل فئة القوى إلى      المبين     شكل  ال
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 شكلال

 

O
3F

1F

2F

(1,1,0)

(0,0,l)

x

y

z

 
Solution 

R                                  ول اختزال فئة القوى المعطاة إلى  وة   نحا
→

0Q        وازدواج   
→

      بما أن   .O                ، عند نقطة الأصل 
 

(i) 
1 2 3

ˆ ˆ ˆ,  ,  F j F i F k
→ → →

= = = 

        إذن فإن
 

(ii) ˆ ˆ ˆ  R i j k
→

= + + 

ٍ     وعندئذٍ فإن       
(iii) 1,  1,  1X Y Z= = = 

0Q                أن الازدواج المحصل          فإننا نجد       ً أيضاً 
→

    هو   
 
 
 

(iv) 
0

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ0 0 1 1 1 0

0 1 0 0 0 1

i j k i j k

Q j
→

= + = − 

        إذن فإن
(v) 0, 1,  0L M N= = − = 

R           ً                 واضح و طبعاً و أن الزاوية بين 
0Q         والازدواج   →

                                             ليست  ائمة وبالتوالي فوإن فئوة القووى لاطكو، اختزالهوا   →
                      نجد أن شودة اللولبيوة هوو   (iii)                                                               إلى  وة م ردة. لك،، عل  أية حال سوف نختزلها إلى لولبية. م، المعادلة 

       المقدار
1 1 1 3R = + + = 

         و المقدار                      و نجد أن عزم اللولبية ه  (iv) ,(ii)     دلتين     المعا   ً      أيضاً، م، 
 
 
 

(vi) 1

3

OR Q
W

R

→ →

 −
= = 

         في الصورة                         أما خطوة اللولبية فنعدها 
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(vii) 1

3
h

−
= 

R              )خط عمل القوة                     خط عمل المحور المركزي        معادلؤ            هذا، ولتعيين 
ً                       ( نوجد و أولًا و احوداثيات أيوة  نقطوة →            

( ), ,x y z   (2.67)                            عل  هذا الخط باستخدام المعادلات, (vi), (viii)حيث نجد أن ،            
1 1

,  0,  
3 3

x y z
−

= = = 
                                                      وهكذا نجد أن المعادلة القياسية للمحور المركزي للولبية هي

 

3 1 3 1

3 1 3

x y z+ −
= = 

)    حيث  ), ,x y z   ر المركزي.                                 هي أية نقطة مجهولة عل  خط عمل المحو          
    11  

                 لح ووه اتووزان الووذراخ   . O                            علوو  م صوول كووروي عنوود نقطووة الأصوول   .ft 10     طولهووا   AO                 ترتكووز ذراخ خ ي ووة 
)                بطت  عند النقطة   ر  )5,0,0B  كابول        بواسوطة     CB   طرفوا الآخور مثبوت عنود النقطوة                          ( )0,0,5C كموا ،      

)      ً               و أيضاً و عند  النقطة   خ            ربطت الذرا  )0,0,7E   بواسطة كابل آخر                DE   طرفا الآخر مثبت عند النقطوة                          

( )0, 5,7D 1            تووؤثر القووو ن   . − 2
ˆ ˆ ,  2  F F i F F j

→ →

= −             اثبووت أنووا يجوو     ،C                      علوو  الووذراخ عنوود النقطووة   =
1                أن يتحق  الشر : 

2

7 2

10

T

T
              ا موعة متزنة.  ل       لكي تظ  =

Solution 

  .   شكل  ال                          طك، تلخيص معطيات المسألة في 
    شكل

 

x

D

A

y

B

O

C

1
T

2
T

z

P

F1

2F

E
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1   هما   CB, DE                           ن رض أن  وى الشد في الكابلين  2,  T T
→   O                            لترتيو ، وأن رد فعول الم صول عنود      عل  ا  →

P         هو القوة 
                                                 دار والاتجاه، إذن فإن القوى المؤثرة عل  الذراخ تصبح            ا هولة في المق  →

 

                                    إذن القوى الخمس المؤثرة عل  الذراخ هي

1 2 2 2
ˆ ˆ ˆ ,  2  ,  ,  ;F F i F F j T T j P

→ → → →

= − = = − 
( )1

1 1 1
ˆ ˆˆ ˆ0

2

T
T T T i j k
→

= = + − 

     حيث 

1

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ5 0 5 0ˆ
5 2 2

i j k i j k
T CB

 + − + −
= = =  

   لأن   O     الأصول                                                العزم المحصول أو مجمووخ متعهوات عوزوم القووى حوول نقطوة      متعا                  م، المناس  أن نوجد 

P                                   هذا يعني تلاشي متعا عزم القوة ا هولة 
→

        إذن فإن   ،O              الؤ تمر بالنقطة   

 1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

0 0 5 0 0 5 0 0 5
2

0 0 0 2 0 1 0 1

O

i j k i j k i j k
T

Q

F F

→

= + +

− −

 

( ) ( )1 1
2 2

2

ˆ ˆ ˆ

5ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ0 0 7 5  10  5 7 10 7 5
2 2

0 0

i j k
T T

F j F i j T i F T i F j

T

 
+ = − − + + = − + + − 

 
−

 

           وبالتالي فإن
1

2

5
10 7 ,  5

2

T
L F T M F= − + = − 

                   أن تتلاشيا، إذن فإن    يج   L, M        المركبتين      فإن           تزنة، إذن،  م        ا موعة       وبما أن 
1

2

5
10 7 0,  5 0

2

T
F T F− + = − = 

      نجد أن          المعادلتين      هاتين   م،   F     وبحذف 
1

2

7 2

10

T

T
= 

***************************************** 
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