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  ومسائل محلولة السيكلويد
  .                                                                          عرف السيكلويد ثم استنتج المعادلة الذاتية للسيكلويد

  الحل
ويتحѧرك حركѧة  aالسيكلويد هو المنحنى الذي ترسمه نقطѧة علѧى محѧيط قѧرص نصѧف قطѧره 

  .تدحرجية بحته على مستقيم ثابت
وبعѧد  oوالتѧي تقѧع علѧى محѧيط القѧرص فѧي البدايѧة كانѧت منطبقѧة علѧى pبفرض أن النقطѧة  

pوبالتѧالي فѧإن إحѧداثيي النقطѧة  pحتى وصلت إلѧى   pتحركت  tدوران القرص بزاويه 
هما  yx,   حيث  

 coscoscos ataapoaoox    (1)  
aaacprpy  sin   (2)  

2ومن هندسة الشكل نجد أن 
3 t   أي أن  

                                              t 2
3               (3)  

  نحصل على  (2) ,(1)في  (3)وبالتعويض من 
tatax sin               (4)  
taay cos               (5)  

  .تمثلان المعادلتان البارامتريتان للسيكلويد (5) ,(4)المعادلتان 
  فنحصل على  tبالنسبة إلى (5) ,(4)لإيجاد المعادلة الذاتية للسيكلويد نفاضل و

t    
  

p 

y

x  o o 
p 

c 
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 tadt
dy sin     (7)                

taadt
dx cos          (6)  

  نحصل على  (6)على  (7)وبقسمة   

ومنها نحصل على       


  tan22tan2cot tt
dx
dy    (8)  

(9)     2t    نحصل على  (5) ,(4)في   (9)وبالتعويض من  
                                               2sin2 aaax                (10)  

2cosaay                (11) 
  فنحصل على بالنسبة إلى (11) ,(10)وبتفاضل 

 dadadx 2cos22                (12)     
   dady 2sin2               (13) 

  والجمع نحصل على  (13) ,(12)وبتربيع 
ومنها نحصل على         222222 cos16  dadydxds     (14)  

كانت عن   0 ثابت يعين من الشرط عند      1c حيث   1sin4 cas   نحصل على      
   وبتكامل (15) dads cos4  (15)    

01ومنها نحصل على    0sكانت    c  للسيكلويد على الصورةوتصبح المعادلة الذاتية
sin4as      

محوره رأسى ورأسه إلى أسفل أثبت أن زمن  أملس قذف جسيم بسرعة  من ناب سيكلويد  :1مثــــال
2الوصول إلى رأس السيكلويد يساوى

1 4tan2



v
ag

g
a  حيثa  نصف قطر الدائرة المولدة

  .للسيكلويد
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  الحــــل 
  معادلتا حركة جسيم يتحرك على منحنى سيكلويدي أملس هما  

sinmgsm             (1)  

 cos2 mgRsm           (2) 

 والمعلدلة الذاتية للسيكوليد هي 
sin4as                (3) 

  نحصل على) 1(فى ) 3(وبالتعويض  من 
sa

gs 4
                (4)  

  العام هوتمثل معادلة حركة توافقية بسيطة حلها ) 4(المعادلة 
tBtAs  sincos   (5)  

aحيث 
g

4 ،BA,  0ثابتان يعينان من الشروط الابتدائية للحركة وهى عندt  كانت

 vsas ,4 ومن هذين الشرطين نحصل  sوالإشارة السالبة لأن السرعة في اتجاه تناقص   

على  vBaA   على الصورة التالية  (5)وبذلك تصبح المعادلة  4,

tBvtas  sincos4   (6)  

  على) 6(وبذلك نحصل من المعادلة  0sوعندما يصل الجسيم الى الرأس تكون

2
0

1 4tan2 v
ag

g
at    

  :2مثال

 

R 

mg  

cosmg

sinmg 
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أنبوبة رفيعة ملساء على شكل سيكلويد ثبتت بحيث كانت محورها راسيا و رأسها إلى أسفل قذف 
اثبت أن هذا الجسيم ينطلق من فوهة  ga3بداخل الأنبوبة من الرأس جسيم صغير بسرعة 

  . ga5الأنبوبة بسرعة 
  الحل

  :على شكل سيكلويد هماملساء  حركة جسيم داخل أنبوبة امعادلت
              singmsm              (1) 

      cos2 gmRSm      (2) 

  والمعادلة الذاتية للسيكلويد هي 
                sin4aS     (3)   

  نحصل على) 1(في ) 3(بالتعويض من  
      (4) Sa

gS 4
  

  يمكن كتابتها على الصورة) 4(المعادلة  
             SdSa

gSdS 4
     (5)   

 نحصل على ) 5(بتكامل  
               cSa

gS 12
82

2           (6)   
gaSكانت    S=0ثابت يعين من الشروط الابتدائية للحركة وهى عند c1حيث  3 ومنها

agcنحصل على أن  2
91  على الصورة (6)وبذلك تصبح المعادلة  

                    22
4
99 SaagS       (7)   

  نحصل على أن  (7)ومن المعادلة  

y

mg 
sinmg 

cosmg
R  

 x 
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(8)                    agagags as 5492
4   

         ags as 54         (9)   

  .تمثل سرعة الانطلاق من فوهة الأنبوبة(9) المعادلة  
ثبت سلك سيكلويدى خشن محوره راسي ورأسه إلى أسفل إذا انزلقت حلقة على السلك مبتدئة من   :3مثال

12سكون من ناب السيكلويد و منتهية إلى سكون عند الرأس اثبت أن  
 e  حيث  هو

  معامل الاحتكاك 
المناسبة لدراسة الحركة هى الاحداثيات الذاتية و بالتالى فان من الهندسة يتضح ان الاحداثيات   الحل 

  معادلتى حركة جسيم يكونان طبقا لقانون نيوتن الثانى على الصورتين التاليتين
        sinmgRsm     (1)   

   cos2 mgRsm       (2)   

  و المعادلة الذاتية للسيكلويد هى 
        sin4as        (3)   

  نحصل على (1) والطرح من  فى  (2)بضرب 


 sincos2 ggss  

  (4)  

  يمكن كتابتها على الصورة   (4)المعادلة 

)2sin2cos(42 22   gasd
sd


  (5)  

  تمثل معادلة تفاضلية خطية حلها العام هو   (5)المعادلة 

   
22

2
2 2cos12sin21

22 ceagags   

x

R 



R 

cosgm 

singm
gm 

y 
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2,0عند 0sثابت يعين من الشروط الابتدائية للحركة و هى  cحيث     ومنها نحصل على  

2
2

1
4




 gac  (6)  

21
4




 egac  (7)  
  نحصل على  (7),(6)ومن المعادلتين   e2  (8)  

  وأخذ الجذر التربيعي لطرفي الناتج نحصل على  eفى  (8)بضرب طرفى 
12  e          (9) 

  : 4مثال
قذفت الخرزة في بدء الحركة مѧن . تتحرك خرزة على سلك دائري خشن مثبت في مستوى رأسي

فѧإذا عѧادت . تكاد تكفي لتصل الخѧرزة إلѧى القطѧر الأفقѧي للسѧلك 1vأسفل نقطة في السلك بسرعة 

21فأثبѧѧت أن 2vالخѧѧرزة ثانيѧѧة إلѧѧى أسѧѧفل موضѧѧع بسѧѧرعة

321
321

2
2

1
2 






 







e
e

v
v ثѧѧحي

  .معامل الاحتكاك
  الحل

  
                                                                      

  
  
  
  
  
  
    

ومثبѧت فѧي مسѧتوى رأسѧي  aنصف قطره معادلتا الحركة لخرزة تتحرك على سلك دائري خشن
  هماأثناء الصعود 

        (1)Rgmam   cos2  

 الحركة أثناء الصعود الحركة أثناء الهبوط

cosgm
 


 

R
 singm

 gm
 

R 
 

gm
 

R
 

cosgm
 

singm
 

R 



7 
 

        (2)Rgmam   sin  
  نحصل على  (2)والطرح من  في (1)وبضرب 
        (3)  cossin2  

a
g  

  يمكن كتابتها على الصورة  (3)المعادلة 
        (4)  cossin2 222  

a
g

d
d   

  تمثل معادلة تفاضلية خطية حلها العام هو  (4)والمعادلة 
        (5)     12222 cossin cdee a

g    

aكانت 0ثابت يعين من الشروط الإبتدائية للحركة وهي عند 1cحيث 
v1  

واسѧѧتخدام الشѧѧروط الإبتدائيѧѧة نجѧѧد أن  (5)وبѧѧإجراء التكامѧѧل فѧѧي   14
1221 2

2
2
21


 


a
g

a
vc ذلكѧѧوب

  بعد التبسيط على الصورة  (5)تصبح 

        (6)
     

   











sincos2
cossin2

14
2

14
22

14
1222

2

22
2

2
21





 









a
g

a
g

a
g

a
v e

  

2وحيث أن سرعة القذف تكاد تكفي لتصل الخرزة إلى القطر الأفقѧي فإنѧه عنѧد
 ونѧ0تك

  على  (6)وبذلك نحصل من 
          (7) 

  ev ga 321 2
14

221 2    

تصѧѧبح 2vوعنѧѧدما تهѧѧبط الخѧѧرزة مѧѧن عنѧѧد القطѧѧر الأفقѧѧي حتѧѧى تصѧѧل إلѧѧى موضѧѧع القѧѧذف بسѧѧرعة
  معادلتي الحركة على الصورة 

        (8)Rgmam   cos2  
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        (9) singmRam   
  نحصل على  (9)والجمع على في (8)وبضرب 

        (10)  sincos2  a
g  

  يمكن كتابتها على الصورة  (10)المعادلة 
        (11)  sincos2 222  a

g
d
d   

  تمثل معادلة تفاضلية خطية حلها العام هو  (11)والمعادلة 
        (12)    2222222 sincos cdedee a

g
a
g    

2ثابت يعين من الشروط الإبتدائية للحركة وهي عند 2cحيث 
  0كانت  

واسѧتخدام الشѧروط الإبتدائيѧة نجѧد أن  (12)وبإجراء التكامل فѧي   

 

 ec a
g

14
62 وبѧذلك 2

  بعد التبسيط على الصورة  (12)تصبح 
 (13)        





  

  ea
g

a
g

a
g

14
6

14
2

14
22

222 cossin2cos2sin  

aتكون0وحيث أنه عند
v2 على  (13)وبذلك نحصل من  

          (14) 
  

  ev ga 321 2
14

222 2  

21نحصل على  (14) ,(7)ومن المعادلتين 

321
321

2
2

1
2 






 







e
e

v
v  

  .استنتج معادلة حركة جسيم بالنسبة لجسيم آخر في الفراغ
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21نعتبر جسيمين كتلتيهما  ,mm اѧراغ همѧي الفѧة فѧ21ومتجهي موضعيهما بالنسبة لنقطة ثابت , rr  
21هѧѧو2mبالنسѧѧبة للجسѧѧيم  1mومتجѧѧه موضѧѧع الجسѧѧيم rrr    ةѧѧادلتي حركѧѧون معѧѧالي تكѧѧوبالت

  ما الجسيمين ه

2111 Fam                 (1)  

1222 Fam                 (2)  

21هѧي 2mبالنسѧبة لعجلѧة الجسѧيم  1mوحيث أن عجلة الجسѧيم  aaa    ةѧإن معادلѧالي فѧوبالت
  تكون  2mبالنسبة للجسيم 1mحركة الجسيم 

21111 amamam                 (3)  

  نحصل على  (3)في   (1)وبالتعويض من 

inFFam   211               (4)  

21حيث  amFin
   1221وحيث أن FF   تصبح على الصورة  (4)فإن  

21121 amFam                 (5)  

  نحصل على  (5)في  (2)وبالتعويض من 

  2211 ammam                 (6)  

  نحصل على  2mفي (6)وبضرب طرفي 

 2112
21

21 FFamm
mm                 (7)  
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  يمكن كتابتها على الصورة  (7)المعادلة 

21Fa                 (8)  

حيث 
21

21
mm

mm
 1تمثل معادلة حركة الجسيم   (8)والمعادلةm 2بالنسبة للجسيمmفي الفراغ  

   :5مثال
والإثنѧان موضѧوعان  Mوكتلتѧه aفي سلك دائري أملѧس نصѧف قطѧره mخيطت خرزة كتلتها

فѧѧي إتجѧѧاه الممѧѧاس للسѧѧلك  Vفѧѧي سѧѧكون علѧѧى منضѧѧدة أفقيѧѧة ملسѧѧاء إذا أعطيѧѧت الخѧѧرزة سѧѧرعة
  .فأوجد رد فعل السلك على الخرزة

  الحل
 حيث أن معادلتي حركة الخرزة بالنسبة للسلك هما 

Ra  2                (1)  

0 a               (2)  

Mmحيث
mM
 تسمى الكتلة المختزلة لكتلتي الخرزة والسلك. 

ثابت يعين من الشروط الإبتدائية للحركة وهي  1cحيث 1cنحصل على  (2)وبتكامل   

aكانت  0عند
V ومنها نحصل علىa

Vc 1  وبذلك تصبحa
V وبالتعويض في

aنحصل على رد فعل السلك على الخرزة في الصورة  (1)المعادلة 
VR 2  

  : 6مثال

R M  

m 
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. مثبت في مستوى أفقي aعلى سلك دائري خشن نصف قطره mتنزلق حلقة صغيرة كتلتها 
في إتجاه المماس أثبت أنها تسكن بعد ما تدور حول السلك زاوية  Vإذا قذفت الحلقة بسرعة 

gaمقدارها 
V 21sinh2

1  حيثمعامل الاحتكاك  .  

  الحل
  حيث أن معادلات حركة الحلقة على السلك الدائري الأفقي الخشن هي 

1
2 Rma              (1)  

Ram             (2)  
mgR 2           (3) 

   2
2

2
1 RRR  (4) 

  نحصل على  (4)في   (3) ,(1)وبالتعويض من 

22422 gmamR   (4) 

  نحصل على  (2)في   (4)وبالتعويض من 

                      4
2   


 a
g               (5)  

  يمكن كتابتها على الصورة  (5)المعادلة 




 d
a
g
d 2

4
2

2 



 

               (6)  

 
z  

2R 

R 
mg 

1R
y

x 

R 
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aكانت0واستخدام الشرط الإبتدائي عند  (6)وبتكامل المعادلة 
V  نحصل على  

ga
V 21sinh2

1    

  
  مثال
مثبته في مستوى رأسي على شكل قطع مكافئ محѧوره رأس ورأسѧه إلѧى  ملساء أنبوبة رفيعة  

سѧكون الانѧزلاق مѧن ال mإذا بѧدأ جسѧيم كتلتѧه. a4أسفل وطول وتره البؤري العمودي يسѧاوى 
مقѧدار ضѧغط الجسѧيم عنѧد أي من رأس القطع فأثبت أن hرتفاع داخل الأنبوبة من نقطة على ا

موضع يساوى    
)(2 ahgm   حيث  عند هذا الموضع التقوسنصف قطر.  

  الحل 
من الهندسة يتضح ان الاحداثيات المناسبة لدراسة الحركة هى الاحداثيات الذاتية و بالتالى فان 

مثبته في مستوى رأسي على شكل قطع  ملساء أنبوبة رفيعةيتحرك في حركة جسيم  امعادلت
  هما مكافئ محوره رأس ورأسه إلى أسفل

       sinmgsm     (1)   

   cos2 mgRsm       (2)   

  هى قطع المكافيءو معادلة ال 
        yax 42         (3)   

  يمكن كتابتها على الصورة   (1)المعادلة 
dsgsds sin  (4)  

dydsومن هندسة الشكل نجد أن  sin التاليةلى الصورة ع  (4)المعادلة وبذلك تصبح 
dygsds   (5)  

x

y 
R 

 cosgm 

singm
gm 
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  نحصل على  (5)المعادلة وبتكامل 
1

2 2 cygs   (6)  
hyعند 0s وثابت يعين من الشرط الابتدائي للحركة و ه 1cحيث    ومنها نحصل على

hgc 21   على الصورة التالية  (6)وبذلك تصبح  
 yhgs 22  (7)  

  نحصل على  (2)في  (7)بالتعويض من و
   


 cos2 mgyhmgR       (8)   

   نحصل على  xبالنسبة إلى  (3)وبتفاضل 
tan2ax           (9) 

   نحصل على  (9) ,(3)واستخدام  بالنسبة إلى  (9)وبتفاضل 
   yaaad

dx  21tan2sec2 22           (10) 
  وحيث أن 

 yad
xd

d
xd

d
xd

dx
sd

d
sd  2cossec           (11) 

نحصل على  (8)في  (11)وبالتعويض من  


ahgmR    .وهذا هو المطلوب إثباته 2
                                                                                 :1مثال

علي أينزلق جسيم علي السطح الخارجى لكرة ملساء مثبتة اذا بدأ الجسيم حركته من السكون عند 
للكرة على الجسيم عند أي  نقطة من الكرة فأوجد سرعة الجسيم عند أي موضع و كذلك رد الفعل

                                                                        .موضع ثم أوجد الموضع الذي يترك فيه الجسيم سطح الكرة
   الحل

  هماجسيم علي السطح الخارجى لكرة ملساء مثبتة معادلتا حركة 
     cos2 gmRam       (1)   

   singmam        (2)   
  يمكن كتابتها على الصورة  (2)المعادلة 

    dd a
g sin      (3)   

 
R 

sinmg cosmg mg 
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  نحصل على  (3)وبتكامل المعادلة 
   1

2 cos2
1 ca

g        (4)  

ومنѧه نحصѧل علѧى 0كانت 0عند وثابت يعين من الشرط الإبتدائي للحركة وه 1cحيث 

a
gc 1  على الصورة التالية (4)وبذلك تصبح المعادلة  

     cos122  a
g      (5)  

  على الصورة التالية سرعة الجسيم عند أي موضع نحصل على (5)ومن المعادلة 
     cos12  gav      (6)  

نحصل على رد فعل سطح الكѧرة علѧى الجسѧيم عنѧد أي موضѧع فѧي  (1)في  (5)وبالتعويض من 
  الصورة التالية

    mgmgR 2cos3        (7)  
ومن هذا الشرط نحصل على الموضع الѧذي عنѧده 0Rوعندما يترك الجسيم سطح الكرة تكون 

3يترك الجسيم سطح الكرة وهو 
2cos 1.  

تنزلق حلقه الى اسفل سلك دائرى خشن مثبت فى مستوى رأسى اذا كان معامل الاحتكاك    :2 مثال
2يساوى 

أثبت أنه يسكن قبل أن يصل الى أسفل . وبدأ الجسيم من سكون من نهايه قطر أفقى 1
  .                                    النقطه 

  :الحل
ه سلك دائري خشنحلقة تنزلق إلى أسفل معادلتا الحركة ل   ومثبت في مستوى رأسي هما aنصف قطر

     Rgmam   sin2    (1)   
      Rgmam   cos   (2)   

  نحصل على  (2)والطرح من  في (1)وبضرب 
 
R 

R 

cosmg  sinmg 
mg 
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        sincos2  a
g   (3)   

  يمكن كتابتها على الصورة  (3)المعادلة 
       sincos22 22  a

g
dd     (4)  

  تمثل معادلة تفاضلية خطية حلها العام هو  (4)والمعادلة 
      121

2
1

222 sincos2 cIIecdea
ge 


           (5)   

حيث 




  14

sincos22cos2
2

22
1 

  ea
gdea

gI ،






  14

cossin22sin2
2

22
2 

  ea
gdea

gI، 

1c 0عند وثابت يعين من الشرط الإبتدائي للحركة وه 0كانت 

نجѧد أن  للحركѧة واستخدام الشѧرط الإبتѧدائي (5)وبإجراء التكامل في 



  14
6

21 


a
gc ذلكѧوب

 بعد التبسيط على الصورة  (5)تصبح 

      

   








2

2

124
6

cossin2
124

2sincos2
124

2





































e
a

g
a

g
a

g

  (6)   

2الجسيم يصل إلى أسѧفل نقطѧة عنѧدما تكѧون وحيث أن 
 ابѧ2وبحس دماѧ2عن

   د أنѧنج

0
124

62  













 e

a
g ولإيجاد . أن يصل إلى أسفل نقطةوهذا يعني أن الجسيم يسكن قبل

  الموضع الذي يسكن عنده الجسيم نكتب معادلتي إتزان الجسيم وهما
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     singmR     (7)   
       cosgmR    (8)   

21tanنحصѧѧل علѧѧى  (8) ,(7)ومѧѧن المعѧѧادلتين    كونѧѧع سѧѧى موضѧѧل علѧѧا نحصѧѧومنه

2tanالجسيم وهو  1. 
  :1مثال

يتحرك جسيم في المستوى الديكارتي yx  بحيث أن معادلتيه البارامتريتين هما
   ttkytkx  sin,cos1  tثابتان، ,kحيث     بارامتر أوجد  

  .مقدار واتجاه سرعة وعجلة الجسيم عند أي لحظة  )1
هي زاوية اتجاه العجلة مع نفس x ، هي زاوية اتجاه السرعة مع المحور إذا كانت )2

المحور فأثبت أن  2 .  
xamTاثبت أن طاقة حركة الجسيم تعطى بالعلاقة )3   حيثm ،كتلة الجسيمa  مقدار

 .عجلته
  الحل

  حيث أن الجسيم يتحرك في المستوى الديكارتي فان متجه موضعه يكون
  jyixr ˆˆ           (1)                      (1)     

   ومتجه سرعته يكون 
jyixrv ˆˆ       (2) 

  ومتجه عجلته يكون 
jyixra ˆˆ        (3) 

 وحيث أن المعادلتين البارامتريتين للجسيم في المستوى الديكارتي هما
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   ttkytkx  sin,cos1         (4) 
  بالنسبة للزمن مرتين نحصل على) (4بتفاضل 

 tkytkx  cos1,sin         (5) 
tkytkx  sin,cos 22           (6) 

  نحصل على متجهي السرعة والعجلة في الصورتين التاليتين (3)فى   (6),(5)بالتعويض من 
   jtkitkv ˆcos1ˆsin          (7) 

jtkitka ˆsinˆcos 22          (8) 
  كالتالينحصل على أن مقدار السرعة و مقدار العجلة   (8) ,(7)ومن المعادلتين  

 tkv  cos12             (9) 
2ka              (10) 

  فإن x هي زاوية اتجاه السرعة مع المحور وحيث أن  

     (11) 2
22

2
2

tancossin2
sin2

sin
cos1tan t

tt
t

t
t

x
y 





 



  

  نحصل على أن  (11)ومن المعادلة  
        (12) 2

t   
  فان  xهي زاوية اتجاه العجلة مع محور وحيث أن 

     tx
y  tantan 


     (13)   

  نحصل على أن  (13)ومن المعادلة 
        t         (14)   
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  نحصل على أن  (14),(12)ومن المعادلتين  
           2    (15)   

  وحيث أن طاقة حركة الجسيم تعين من العلاقة  

  2
2
1 mvT        (16)   

  نحصل على أن  (4)واستخدام  (16)في   (9) وبالتعويض من
  xamT          (17)   

  : 2مثال
tyytxxمعادلتيه البارامتريتين هما خلال مسار يتحرك mكتلته  جسيم 21 sin,cos     
21حيث  ,,,  yx ابت،وثt  بارامتر أوجد  
  .مركبتي القوة وما هو شرط أن تكون القوة مركزية) أ(
   .,yxطاقة الجهد للجسيم كدالة في ) ب(
  .ثم أثبت أن الطاقة الكلية للجسيم ثابتة طاقة حركة الجسيم  )جـ(
 الحل
  حيث أن المعادلتين البارامتريتين لمسار الجسيم هما   ) أ(

tyytxx 21 sin,cos            (1)  
نحصل على مركبتين العجلة للجسيم على  tمرتين بالنسبة للبارامتر (1)وبتفاضل المعادلتين في 

  الصورتين التاليتين 
tyytxx 2

2
21

2
1 sin,cos             (2)  

نحصل على مركبتي القوة المؤثرة على الجسيم في  (1)ومن قانون نيوتن الثاني واستخدام 
  الصورتين التاليتين
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ymtymymF
xmtxmxmF

y

x
2
22

2
2

2
11

2
1

sin
,cos












         (3)  

  وبالتالي يكون متجه القوة المؤثرة على الجسيم في الصورة التالية 
jymixmjFiFF yx ˆˆˆˆ 2

2
2

1           (4)  
21قوة مركزية هو  Fوشرط أن تكون القوة    وذلك لأنه في هذه الحالة تكون القوةF على

  الصورة التالية  
  rmjyixmF  2

1
2
1 ˆˆ           (5)  

Vوطاقة الجهد  Fللجسيم نستخدم العلاقة بين القوة المحافظة Vولايجاد طاقة الجهد    ) ب(
  وهي 

VF           (6)  
  يمكن كتابتها في الصورة التالية  (6)والمعادلة 

y
VymFx

VxmF yx 


 2
2

2
1 ,          (7)  

 والتكامل نحصل على  (7)وبفصل المتغيرات للمعادلات في 
cymxmV  22

2
22

1 2
1

2
1          (8)  

يمكن اختياره صفر عند نقطة الأصل وبذلك تكون طاقة الجهد للجسيم كدالة  في  ثابت cحيث 
yx, على الصورة التالية  

 22
2

22
12

1 yxmV           (9)  

 
  ولإيجاد طاقة الحركة للجسيم نعلم أن طاقة الحركة للجسيم تعين من العلاقة ) جـ(

 222
2
1

2
1 yxmvmT           (10)  
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نحصل على مركبتين السرعة للجسيم على  tبالنسبة للبارامتر (1)وبتفاضل المعادلتين في 
  الصورتين التاليتين 

tyytxx 2211 cos,sin             (11)  
  طاقة الحركة للجسيم في الصورة التالية  نحصل على (10)في  (11)وبالتعويض من 

 tytxmvmT 2
222

21
222

1
2 cossin2

1
2
1            (12)  

أن الطاقة الكلية للجسيموحيث  E  =طاقة الحركة للجسيم T  +طاقة الجهد للجسيم V  فإن  

   
  .2

1
sincos2

1cossin2
1

22
2

22
1

2
222

21
222

12
222

21
222

1

consyxm
tytxmtytxm

VTE











         (13)  

  .أن الطاقة الكلية للجسيم ثابتة (13)ويتضح من المعادلة 
 


